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1. Einfiihrung

Die physikalische Erfahrung zeigt, dass angeregte Atome und Molekiile unter Emissi-
on von Photonen in ihren Grundzustand iibergehen. In dieser Arbeit untersuchen wir
im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenelektrodynamik mathematisch rigoros die
Geschwindigkeit dieses Ubergangs. Weitere Ergebnisse sind eine asymptotische Stérungs-
entwicklung von Rayleigh-Streuamplituden frei von Infrarot-Divergenzen und eine nicht-
storungstheoretische Abschétzung der Anzahl durch (spontane) Emission erzeugter Pho-
tonen.

In diesem Kapitel erklaren wir zunéchst die nichtrelativistische Quantenelektrodyna-
mik, dann diskutieren wir die zentralen Fragestellungen dieser Arbeit und geben schlief3-
lich einen Uberblick iiber unsere Ergebnisse. Mathematische Grundlagen und unsere
Notation sind in Anhang [A] erklért.

1.1. Das Modell: Nichtrelativistische Quantenelektrodynamik

Wir betrachten ein einzelnes Elektron ohne Spin mit nichtrelativistischer Dispersionsre-
lation gebunden an einen oder mehrere statische Atomkerne. Das Elektron wechselwirke
aufferdem mit dem quantisierten elektromagnetischen Feld A in Coulomb-Eichung. Die-
ses System wird beschrieben durch den Hamilton-Operator [GZ09D)]

2
Hy = (p+a3/2A(ozm)> +V + Hy, (1.1)

wobei a > 0 die Feinstrukturkonstante ist und Hy die Energie des quantisierten elek-
tromagnetischen Feldes. Durch die Coulomb-Eichung tritt das skalare Potential V' ohne
Retardierung auf. Zur Diskussion der Einheitenwahl siehe z. B. [Gri06].

Der Hilbertraum des Systems ist H = He ® F mit dem Raum der Ein-Elektron-
Zustinde in Ortsdarstellung He = L?(R3) und dem symmetrischen (d.h. bosonischen)
Fockraum F iiber dem Hilbertraum L?(R3 x {1,2}) der Photonenzustinde in Impulsdar-
stellung. Der Freiheitsgrad A\ € {1,2} entspricht der Helizitit des Photons. Wir heben
hervor, dass das Elektron in erster Quantisierung beschrieben ist.

Weiter ist p der Impulsoperator des Elektrons und Hy = dI'(w) die Feldenergie, mit
der Photondispersionsrelation w(k) = |k| als Multiplikationsoperator. Das quantisierte
elektromagnetische Feld A(ax) ist gegeben durch

r(k)

V2K

A(ax) = a(Gg) + a" (Gg), mit Gz(k,\) = e(k, \)e ok, (1.2)



Dabei sind fiir f € L*(R? x {1,2}) die a(f) = S5_, | f(k, Na(k, \)d*k Vernichtungs-
operatoren und die a*(f) = Zi:l ff(k,)\)a*(k,)\)d?’k Erzeugungsoperatoren mit den
kanonischen Kommutatorrelationen (CCR) in Distributions-Schreibweise

[a(k, \), a* (k' X)] = s n0(k — k),  [a(k, \),a(k',N)] = 0 = [a*(k, \),a* (K, \)].

Die x-Abhéngigkeit ist wie ein Multiplikationsoperator beziiglich der Elektronkoordinate
zu lesen; die strenge Definition ist im Anhang zu finden.

Die Funktion x ist ein Ultraviolett-Cutoff. Wir machen fiir die ganze Arbeit folgende
Voraussetzungen an x und ergénzen diese je nach Kapitel unterschiedlich:

Voraussetzungen. Es sei k eine reellwertige rotationsinvariante Funktion mit

2
1 K
ﬂ+w®ﬂ$k<m,dh;66LﬂN)

/ ‘ r(k)
Vw(k)
Auferdem sei k Borel-messbar und rk/w € L*(R3).

Dies sind keine starken Einschrinkungen, denn z. B. ein beschrinktes x € L?(R?) mit
k = 1 auf einer Umgebung von k = 0 erfiillt x/\/w € L%(R?). Wir benétigen keinen
Infrarot-Cutoff.

Die Vektoren e(k,A) € R3 mit e(k,\) L k und e(k, ) - e(k, p) = 6x, (A, pu € {1,2})
haben die Bedeutung transversaler Polarisationsvektoren. Die Polarisationsvektoren sei-
en als Funktionen von k Lebesgue-messbar. Es sei angemerkt, dass ein solches Vektorfeld
nach dem Satz vom Igel nicht stetig sein kann und wir Regularitdtsforderungen daher
statt an f € L?(R® x {1,2}) meist an ef (Definition siehe GL. (A.3)) stellen miissen.

Falls V : R3 — R als Multiplikationsoperator infinitesimal beschrinkt ist bzgl. —A
(damit meinen wir ,infinitesimally operator bounded®), so ist H, mit Definitionsbereich
D(p? + Hy) ein selbstadjungierter Operator [HHOS]. Dariiber hinaus ist H, dann we-
sentlich selbstadjungiert auf jedem definierenden Bereich von p? + H #- AuBler fiir den
Harmonischen Oszillator (Kapitel verwenden wir immer diese Definition des Hamilton-
Operators.

Einige Autoren definieren einen selbstadjungierten Hamilton-Operator {iber die Fried-
richserweiterung. Da ein wesentlich selbstadjungierter Operator genau eine selbstad-
jungierte Erweiterung besitzt, stimmt die Friedrichserweiterung mit der Definition von
Hasler und Herbst [HHOS§| tiberein.

Falls V_ := max{—V,0} bzgl. —A infinitesimal form-beschrankt, lim|z _o V-(x) =0
und inf o(—A+V) ein negativer isolierter Eigenwert von He) = —A+V mit Vielfachheit 1
ist, dann ist E, = inf 0(H,) > —oo ein Eigenwert des Hamilton-Operators H,, |[GLLOI].
FEinen der normierten Eigenvektoren zu E, nennen wir Grundzustand 1,. Im Falle « = 1
schreiben wir £/ = E, und 94 = 1),.

Falls V = Vi — V_ mit V4 € L{ (R3) und V_ bzgl. —A infinitesimal form-beschrénkt
ist, so ist der Eigenraum zum Eigenwert E, eindimensional [Hir00], der Grundzustand
1o also bis auf eine Phase eindeutig. (Hier gehen die Voraussetzungen an x besonders
ein.)



Um Multiplikationsoperatoren (Multiplikation mit einer Funktion der Elektronkoor-
dinate) abzuschétzen ist die exponentielle raumliche Lokalisierung des Grundzustandes
niitzlich: fiir V € L2 (R3) und V_ bzgl. —A infinitesimal beschriinkt fillt jeder ener-
getisch unterhalb der sogenannten lonisierungsschwelle ¥ liegende Zustand bzgl. der
Elektronkoordinate exponentiell ab, d.h. fiir A + 32 < ¥ ist ||e?®ly(H < \)| < o0
[Gri04].

Wir werden in jedem Kapitel die jeweils bendtigten Voraussetzungen ans Potential
auffithren. Alle hier genannten Bedingungen an V' werden z. B. vom Coulomb-Potential
einer endlichen Zahl statischer Kerne erfiillt.

Einen umfangreichen Uberblick iiber Fragestellungen und Ergebnisse auf dem Gebiet
der nichtrelativistischen Quantenelektrodynamik bieten [Spo04] und [Gri06].

Solange wir « nicht als Parameter fiir eine Stérungsentwicklung bendtigen, werden wir
in dieser Arbeit den Hamilton-Operator ([1.1)) mit & = 1 betrachten und schreiben dafiir
H=H,.

1.2. Fragestellung: Relaxation in den Grundzustand

Sei g € H = He ® F ein Zustand eines Atoms oder Molekiils, dessen Gesamtenergie
nicht ausreicht, um das Elektron unendlich weit vom Kern zu entfernen, d. h. der Zustand
liege energetisch unterhalb der lonisierungsschwelle [Gri04)

¥ := lim < inf (@,H@) , mit Dp:={p € D(H): p(x) =0 fir |x| < R}.
R—o00 \€Dg,[l¢ll=1

Wir vermuten durch die physikalische Beobachtung motiviert, dass 1y unter der Zeit-
entwicklung e *#* in den Grundzustand iibergeht, wobei Photonen emittiert werden,
welche sich fiir ¢ — oo in groflem Abstand vom Atom befinden und sich néherungsweise
wechselwirkungsfrei ausbreiten. Durch h; = e~**'h wird die freie Zeitentwicklung eines
Photons im Zustand h € L2 (R3 x {1,2}) beschrieben. Mathematisch formuliert vermu-
ten wir daher, dass v sich als (evtl. unendliche) Linearkombination von Zustéanden 1;,
i € N'\ {0}, schreiben lésst, fiir deren Zeitentwicklung gilt

le™ iy, — a*(hi,) - - a* (B, e Blpy| — 0 (t — o0) (1.3)

fiir geeignete Photonzustande h; € L2(R3 x {1,2}).
Die asymptotischen Erzeugungsoperatoren (und analog asymptotische Vernichtungs-
operatoren) sind gegeben durch

al (hi)---ai(hp)p = tlggo et (hyg) - - a*(hpg)e  Hiap.

Dieser Limes existiert fiir hq,...h, € L2 (R3x{1,2}) und 9 aus einem spektralen Unter-
raum Y (H < Epax)H mit einem beliebigen Epax < X+ ﬁ [GZ09a]. Diese Bedingung



heifit in unseren Einheiten, das Elektron ist auf Geschwindigkeiten strikt kleiner als
Lichtgeschwindigkeit eingeschrénkt. Die asymptotischen Erzeuger und Vernichter bil-
den eine Darstellung der kanonischen Kommutatorrelationen (CCR) mit Vakuum 1),
[FGS02]. Fiir ¢ — —oo erhalten wir analog asymptotische Erzeuger und Vernichter a* (h)
und a_(h).

Die Aussage ,,¢g ist unendliche Linearkombination von Zustdnden, welche erfiil-
len“ ist dquivalent zu

o € span{a’ (h)yy : h € (L3(R? x {1,2}))",n € N}. (1.4)

Die Vermutung, dass alle Zusténde aus dem spektralen Unterraum x(H < ¥)H im Sin-
ne von in den Grundzustand iibergehen, ist als Asymptotische Vollstandigkeit der
Rayleigh-Streuung bekannt. Ein Beweis existiert unter Annahme eines Infrarots-Cutoffs
der Wechselwirkung von quantisiertem elektromagnetischem Feld und Elektronen oder
fiir positive Photonmasse [FGS02]; ferner fiir harmonisches Potential V() o< «? [Ara83)
oder schwach gestortes harmonisches Potential [Spo97].

Wir definieren die C*-Algebra A der lokalisierten Observablen: Sei A die C*-Algebra
erzeugt von allen endlichen Linearkombinationen von Weyl-Operatoren W (f) mit f €
L2(R3 x {1,2}) und ef € S(R?;C?). Sei A die C*-Algebra erzeugt von den Operatoren
B® A mit B € L(He) und A € A. Als Relazation in den Grundzustand bezeichnen wir
die Konvergenz von Erwartungswerten gegen ihren Grundzustandswert, genauer [FGS01]

Jlim (e, Ae™ o) = (1hg, Apg) (Yo, 90) VA€ A. (1.5)

Hauptziel unserer Arbeit ist, die Konvergenzgeschwindigkeit von und zZu
untersuchen.
Fiir Zustéande ¢g mit beweisen wir, dass im Wesentlichen schneller als jede
Potenz ﬁ konvergiert (Kapitel ; im harmonischen Potential und mit Dipolapproxi-
mation beweisen wir fiir Resonanzen des harmonischen Oszillators exponentielle Konver-
genz von bis auf einen Fehler in hoherer Ordnung der Kopplungskonstante (Kapitel

4).

1.3. Ubersicht iiber die Ergebnisse

Wir geben hier eine kurze Ubersicht iiber die Arbeit. Zentrales Thema ist die Relaxati-
onsgeschwindigkeit angeregter Zustdnde eines Atoms.

In Kapitel [2] beschéaftigen wir uns unter Annahme asymptotischer Vollstandigkeit der
Rayleigh-Streuung mit der Konvergenzgeschwindigkeit von Erwartungswerten und eta-
blieren dafiir mittels der Methode der stationéren Phase ein Potenzgesetz als Antwort
auf die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit von . Dieses Resultat ist Theorem
Die Frage nach stirkeren Abschitzungen motiviert die Kapitel [3] und

In Kapitel diskutieren wir, ob sich die beim Ubergang in den Grundzustand emittier-
ten Photonen in einer Weise klassifizieren lassen, sodass dhnlich der Perry-Abschétzung



eine uniforme Konvergenzabschétzung moglich wiirde. Wir berechnen dazu das Matrix-
element fiir die Emission eines Photons in fithrender Ordnung der Feinstrukturkonstante.
Die Perry-Abschiatzung konnen wir auf freie Photonen tibertragen (Theorem , das
Matrixelement (Theorem deutet aber darauf hin, dass die Anwendung auf Photo-
nenemission nicht aussichtsreich ist. Die Frage nach héheren Ordnungen einer Stérungs-
entwicklung von Emissions- und Streuamplituden motiviert Kapitel

In Kapitel [] schranken wir uns auf den Fall eines harmonischen Potentials und Wech-
selwirkung in Dipolapproximation ein. In diesem Modell kénnen wir die Heisenberg-
Gleichungen mittels Laplace-Transformation 16sen und erhalten eine exponentielle Ab-
schitzung als Antwort auf die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit von .
Dieses Resultat ist Korollar [4.2.4

In Kapitel [f] zeigen wir eine Storungsentwicklung von Rayleigh-Streuamplituden nach
der Feinstrukturkonstante ohne Infrarot-Divergenzen. Das Verfahren orientiert sich an
Ergebnissen von Bach, Frohlich und Pizzo und ermdéglicht gegeniiber dem Vorgehen
aus Kapitel [3] Matrixelemente bis zu beliebiger Ordnung der Feinstrukturkonstante als
asymptotische Reihe zu entwickeln. Dieses Resultat ist Theorem und der Beweis
vereinfacht das Vorgehen von Bach et al. deutlich.

Kapitel [6] liegt etwas abseits der Hauptlinie der Arbeit. Wir beweisen eine zeitab-
héngige Schranke fiir die Anzahl der von einem Atom emittierten Photonen. Der Be-
weis verwendet eine zeitabhéngige Aufteilung in Photonen hoher und niedriger Energie;
da das Infrarot-Verhalten der Kopplung entscheidend fiir die erreichbare Schranke ist,
verwenden wir eine Pauli-Fierz-Transformation um das Ergebnis zu optimieren. Dieses
Resultat ist Theorem

Anhang[A]fasst kurz die wichtigsten Definitionen der zweiten Quantisierung zusammen
und erlautert die Definition des quantisierten Vektorpotentials sowie unsere Notation.






2. Potenzgesetz fiir die Relaxation in den
Grundzustand

Wir verwenden in diesem Kapitel den Hamilton-Operator (1.1)) fir o« = 1, d.h. H =
(p+ A(x)* +V + H;. Wir betrachten Zusténde

Yo € span{a’ (h)yy : h € (Lf)(JR3 X {1,2}))” ,n € N}
Es ist bekannt [FGS02], dass fiir 1)y Relaxation in den Grundzustand v, gilt, d. h.

lim (e iy, Ae ™ lpg) = (1hg, Athg) (Y0, 900) VA € A.

t—o0

In diesem Kapitel beweisen wir eine explizite Abschéitzung der Relaxation durch ein
Potenzgesetz beliebiger Ordnung m € N:

| | Cone
|<e—thw0’ AE_Zth/)O> - <wga A¢g> <¢07¢0>| < 1+ ‘;f‘m e

Dies ist die Aussage von Theorem [2.2.12

2.1. Leitfaden fiir die Abschatzung

Zur Abschétzung der Relaxation in den Grundzustand orientieren wir uns am Kon-
vergenzbeweis wie in [FGS0I] [FGS02] ausgefiithrt. Wir geben eine kurze Skizze dieses
Konvergenzbeweises als Leitfaden fiir unser Vorgehen bei der Abschatzung:

Der Zustand g kann in der Norm approximiert werden durch Linearkombinationen
von Vektoren der Form

¢+ = aj—(hl) U aj—(hn)wg = )}LI?O etha*(th) s a*(hn7t)€_th¢g,
Fir solche Zustéande erhalt man
tlggo <e—z‘Htw+7 Ae_thw,Z)+> _ tlggo <e—i(H—E)tw+’ Ae—i(H—E)tw+>

— lim (a”(hy )iy, Aa” (y)isy) (2.1)

t—o0

Weiter zeigt man limy_. [a(hy), A] a*(hy)py = 0 (hierfiir ist wichtig, dass A eine lokali-
sierte Observable ist) und folgert damit aus ({2.1))

Jim (e Mty Aem M) = i (A%, a(h,)a® (hy)ily) (2.2)



Ferner zeigt man lim;_, a(hy)1)y = 0, damit folgt dann
tlirgoa(ﬁt)a*(ht)wg =1y tlgglo (g, al(hy)a™(hy)rbg)
= g im (a”(hy)tg, @™ (ly)thg) = g (V594 -

Aus und folgt dann die Relaxation in den Grundzustand.

Im folgenden Kapitel zeigen wir mittels der CCR und der Methode der stationéren
Phase explizite Abschéitzungen fiir die Teilschritte dieses Konvergenzargumentes und
setzen diese dann zu Theorem 2.2.12] zusammen.

(2.3)

2.2. Abschatzung der Relaxation durch ein Potenzgesetz

Wir machen fiir dieses Unterkapitel folgende Voraussetzungen.

Voraussetzungen. FEs sei V infinitesimal beschrinkt beziiglich —A. Dariiber hinaus sei

V' so beschaffen, dass ein (bis auf eine Phase) eindeutiger Grundzustand 14 existiert und

dieser bzgl. der Elektronkoordinate x € R® so abféllt, dass 1, € D(|z|") fiir alle n € N.
Auperdem sei k € S(R3).

Folgende Kommutatoridentitdt werden wir oft verwenden: Seien A;, i = 1... N, und
B Operatoren auf H. Uberall, wo beide Seiten definiert sind, gilt:

N N
[T A Bl => Ai- Ai1[Ai, BlAiy - Ay (2.4)
i=1 =1

Wir zitieren als folgendes Lemma einige Standardabschétzungen, welche wir auch in
spiteren Kapiteln hiufig benétigen. Insbesondere hier geht x/y/w € L2(R3) ein. Das
Lemma zeigt insbesondere, dass wir auf den Grundzustand beliebig viele Erzeuger von
L2-Zustéinden anwenden konnen; daher sind auch die Rechnungen mit Kommutatoren
von Erzeugern und Vernichtern in diesem Kapitel problemlos durchfiihrbar.

Lemma 2.2.1 ([GZ09a] [FGS01]).

1. Fiir alle n € N ist der Operator H}‘(H +1)7" beschrankt. Insbesondere liegt jeder
Eigenvektor von H in D(HY).

2. Fir alle N € N existiert eine Konstante C, sodass fiir alle hy,...hy € L2(R3 x
{1,2}) und alle l € {1,... N} gilt:

N
la* (k) (Hy + 1)~ < © T el

m=1
N
la# (1) - - 0 (hi—10) (p+A(x))a? (higae) - - a¥ (v ) (HA+3) V| < C T Bl
m=1
m##l

10



Das wichtigste Hilfsmittel in diesem Kapitel ist die Methode der stationdren Phase:

Lemma 2.2.2 (Methode der stationdren Phase |[RS79, Theorem XI.14]). Sei w €
C*®(R™ R) und sei u € C(R™). Sei G C R™ offen mit {Vw(k) : k € suppu} C G.
Dann existiert zu jedem n € N eine Konstante C, sodass
| ez(km—w(k)t)u(k)dk| <
R'm 1 + |t|n
Die folgende Dichtheitseigenschaft ist niitzlich, weil fiir Photonzustiande g mit eg €
C§°(R3\ {0}; C3) die Methode der stationiiren Phase anwendbar ist.
Lemma 2.2.3. Sei f € L2(R? x {1,2}) und § > 0. Dann existiert g € L2 (R3 x {1,2})
mit eg € C§°(R3\ {0};C?) und || f — gllw < 9.

Insbesondere ist der Raum der endlichen Linearkombinationen von Zustdnden

ay(9)vg mit g=(91,...9n), n € N undeg; € CR3\ {0};CH Vi=1...n

Va,t mit x/t ¢ G.

dicht in span{a® (h), : h € (L2(R3 x {1,2}))", N e N}.

Beweis. Wir definieren F := f1/1+ L. Nach Voraussetzung ist F € L?(R3 x {1,2}).
Wir haben eF € L*(R3;C3). Es existiert Gy € C§°(R? \ {0}; C3) C L?(R?; C?) mit
|eF — Gol|2(r3c3) < 6.
Wir definieren die Projektion auf den transversalen Teil als 3 x 3-Matrix in Komponenten:
_ ik
K[>’
und definieren G (k) := P(k)Go(k). Eine kurze Rechnung zeigt P(k)eF (k) = eF' (k)

(wie zu erwarten, da eF bereits transversal ist). Es folgt da |P(k)v|cs < |v|¢s fiir alle
veC

P(k)lj = 61_7 Z?] = 1a2a37

|eF — G1|l = |P(eF — Go) | < ||F - G|l < 6.
Wir definieren G' € L?(R3 x {1,2}) durch

G(k,\) == (e(k,\),G1(k))cs = e(k,\) - G1(k), VYA€ {1,2}, kR

V1+1/w

Wir sehen, dass eG = G'1 und definieren g :=

G, somit erhalten wir

1
eg = ———=Gu,
g V1i+1/w

was in C§°(R? \ {0}; C3) liegt. G ist eine L?-Funktion, also ist g eine L2-Funktion, und

1f =9l = I1F = Gl o ioy) = lIeF — Gillp2@sicsy < 6.
Fiir den Beweis des zweiten Teils des Lemmas verwenden wir, dass nach Lemma [2.2.1

via Einfiigen von (Hy + 1)_N/2(Hf + 1)N/2 folgende Ungleichung gilt:

N
o ()]l = Jim (€0 (h)e 1| = Tim [la* (B)w | < CT[Ialler O
=1

11



In den folgenden Lemmata beweisen wir die Abschétzungen entsprechend der Teil-
schritte des in Kapitel skizzierten Konvergenzbeweises. Die Lemmata werden am
Ende des Kapitels zu Theorem [2.2.12] zusammengesetzt.

Lemma 2.2.4. Seien f,,q, € L*(R3 x {1,2}) mit ef,,eg, € C°(R3\ {0}; C3) fiir alle
v=1...1,q=1...p und sei n € N.
Dann existiert eine Konstante C, so dass fiir alle t € R gilt:

C
||[Hagm Ha R

Beweis. Die Kommutatoridentitat (2.4]) liefert

l D
[Ha(gu,t),Ha*(fq)] LSS () Uy )algn) - alg10)x
v=1 q=1

qg=1v=1

x [a(gve), a*(fg)] algvs14) - alge)a™ (fgr1) -~ a™ (fp)S2
= (gu,t,fq)

und damit (der Hut = markiere einen ausgelassenen Faktor)

p
H[Hagyt ,Ha* fa ]QH <ZZr Gty Fa)| X

q=1v=1

—

X ||la* (fl)"'a*(fq—l)a(gl,t)”'a(gu,t)"'a(gl,t)a (fg1) - a™(fp)Q]-

Unter Verwendung der Methode der stationdren Phase haben wir | (gu+, fy) | < #
Unter Verwendung von ||a*(f)e|| < ||flIlIVNe| erhalten wir weiterhin
la*(f1)---a*(fo-1)algre) -~ - algve) -~ algie)a” (fgr1) - - a™ (fp)Q|
<ALl Wfaalllgrell - - lgwell - Ngrelll fgall - - 1o llV (P + DY,
und die = ||gx|| fir alle k =1...1. O

Wir wollen als nichstes eine Abschétzung (Lemma von [la(g, )| beweisen. Das
Vorgehen orientiert sich am Beweis von Lemma 26 in [FGS02]. Zum Beweis von Lemma
[2.2.6] bendtigen wir noch ein Lemma als Vorarbeit.

Lemma ist intuitiv interpretierbar: Der Operator dI'(f) entspricht einem abge-
schnittenen Anzahloperator, welcher Photonen mit Impuls kleiner A /2 nicht mitzahlt.
Die Anzahl hoherenergetischer Photonen ist aber durch die Gesamtenergie beschriankt;
dies legt ¢y € D((dI'(f) + 1)) nahe. Die Formel zum Vorbeiziehen der Erzeu-
ger und die Abschétzung flir die Vernichter liegen ebenfalls nahe, da alle Photonen in
g nach Konstruktion von f durch den abgeschnittenen Anzahloperator genau wie vom
Anzahloperator N = dI'(1) geziihlt werden.
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Lemma 2.2.5 (Vorarbeit zu Lemma . Sei g = (g1,...9m) € (LZ(R® x {1,2}))™
und eg; € C3°(R3\ {0}; C3) fiir alle i = 1,...m. Definiere

M = Erllin inf {|k| : 3\ € {1,2} mit gi(k,\) # 0}; es ist M > 0.

Wihle eine Funktion f € C®(R3;[0,1]) mit f(k) = 0 fiir |k| < M/2 und f(k) =1 fiir
|k| > M.
Dann ist g € D((dU(f) +1)™) und

la(g)(dC(f) + )72 < Cullgallz--- llgmll2 V¢ € R.
Auferdem gilt die Pullthrough-Formel
a(g,)(dl'(f) +1)7" = (dI'(f) + 14+ m) ™a(g,)- (2.5)

Beweis. Wir zeigen zuerst ¢y, € D((dI'(f) +1)™). Nach Lemma ist (H+14)"™H C
D((Hy 4+ 1)™). Es ist f < Tw fiir ein geeignet gewéhltes 7' > 0. Es folgt D((dI'(Tw) +
T)™) C D((AT(f) + 1)™). AuBerdem ist D((dI'(Tw) + T)™) = D((d['(w) + 1)™). Wir
haben also

(H+1i) "™(E+1i)"y € D(Hf+1)") = D((dI'(Tw) +T)™) C D((AL'(f) +1)™).

Zum Beweis der Abschétzung: Mit der Methode aus dem Beweis von Lemma 17 in
[EGSO01] reduzieren wir unter Verwendung des Kommutators [dI'(f),a(gj¢)] = a(gj)
das Problem daraut, |[(dU(f) + 1)~Y2a(gs.)|| < Cllgsll2 und (g (Ar(F) + 1)~/2] <
Cllgjll2 zu zeigen.

Der Beweis von ||a(g;.¢)(dT(f)+1)"'/2|| < C||g;]|2 erfolgt analog zum Beweis von Lem-
ma 1(b) in [HHO08]. Wie dort zeigen wir auch ||a*(g;.¢)(dT(f)+1)""2|| < C||g;||2, woraus
mit || B*|| = | B|| (fix B € £(H)) die zu zeigende Abschiitzung ||(dAT(f)+1)""2a(g;.)| <
Cllgjl2 folgt.

Zum Beweis der Pullthrough-Formel geniigt es zu zeigen, dass
(dL(f) + 1+ Dalgi)e = a(g:)(dD(f) + D¢
fiir alle 4 = 1,...m und ¢ = ™ = 1 @ -+ ® p,. Mit der Beobachtung (g;, f¢;) =

(fgi, ;) = (i, p;) Vi, j sehen wir die Gleichheit, wenn wir dT'(f) | @" L*(R3 x {1,2})
Yril®--® f®---®1 und die Definition des Vernichters einsetzen.

ol

Nun kénnen wir die angekiindigte Abschétzung von [la(g,)v,| zeigen. Mit Happrox
bezeichnen wir den Unterraum von H bestehend aus endlichen Linearkombinationen
Zf-vzgl cip; @ m; mit ¢; € C, ; € Hel, 13 € Fo, wobei in n; = (ﬁij))jeN alle 775]) endliche
Linearkombinationen von Vektoren a*(f1)---a*(f;)Q mit ef; € C§°(R? \ {0}; C?) sind.
Wir sehen leicht, dass Happrox dicht in H ist.
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Lemma 2.2.6. Seic > 0 undn € N. Sei g = (g1,...,9m) € (L3(R® x {1,2}))™ und
eg; € CP(R3\ {0};C3) fiir alle i = 1...m. Dann existiert eine Konstante C, sodass

< — R.
Ha(gt)?v/@” -1 + ’t|n +e€ Vt €
Weiterhin: Sei h € (L2(R3 x {1,2}))l und eg € C§P(R3\ {0};C3), dann existiert eine
Konstante C, sodass

lla? (hy)a(g:)ibg +e VieR

||§L
1+ |t|m

Beweis. Definiere M und f wie in Lemma
Sei § > 0. Wir approximieren den Vektor (dI'(f) 4 1)1, € H durch einen Zustand

N N
Zz‘:gl cipi @ Mi € Happrox: [1(dT(f) + 1)m¢g - Zi:gl cipi @il < 0.
Dann kénnen wir durch Einfligen von — ). ci; ® n; + Y, ¢ip; ® 1; abschétzen:

lag)¥gll = lla(g )(dT(f) + 17" (AL(f) + 1)™ gl

< Cligallz -+ llgmll2l(A0(f) + 1) 728 (2.6)
Ng

+ la(g)@L(f) +1)7™ D cigi @ il (2.7)
i=1

Der erste Term ([2.6)) ist zeitunabhéngig, und lésst sich beliebig klein machen indem §
ausreichend klein gewahlt wird. Wir geben eine Abschétzung fiir den Term (2.7) an.
Unter Verwendung von Gl. (2.5) haben wir

Ny Ny
la(g)(@T(f) + D)™™ cipi @ mill <Y _lleiill[(dT(f) + 1 +m) " |[|a(g, )il
i=1 i=1

Es geniigt also Ha(gt)mﬂ2 = Zﬁ;OHa(gt)ngp)HQ abzuschétzen (es ist L; < oo, da n; €
Fo). Nach Definition von Happrox ist

. Nip
Z a*(fi1) - a"(f)Q =) diya’(f
j=1

mit dép €eCfirj=1...Nyp,p=0...L;;i=1...Ny und es sind alle sf;l € C§(R3 \
{0};C3). Wir setzen diesen Ausdruck in Ha(gt)ni(p )H ein und schétzen ab

Jag)n”| = g, Z (£ Q||<Z| {llatg)a" (£)9 2:8)
Sr{};}g(Nz‘p!dEpl)H[a(gt),a*(fp]ﬂ\l )
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Hierbei haben wir verwendet, dass a(g,)§2 = 0 fiir alle v = 1,...m, und dass das Ma-
ximum endlich ist, da ¢, 7 und p nur endlich viele Werte annehmen.

Fir die zweite Abschatzung des Lemmas verwenden wir Cauchy-Schwarz:

o (B, )alge)ll® < Il (0¥ (1)) o (hy)alge)tg (el

Lemma [2:2.7] zeigt, dass der erste Faktor eine t-unabhéngige Schranke besitzt. Den zwei-
ten Faktor haben wir oben abgeschétzt. O

Im folgenden Lemma betrachten wir nur den Fall n; > n;. Fiir den Fall n; < nj, siehe
Lemma [2.2.10

Lemma 2.2.7. Seien hi € L2(R3 x {1,2}) und eh} € C°(R3\ {0}; C?) fiir alle i =
1...Nundk=1...n;. Sete >0 und n € N.
Angenommen n; > nj, dann existiert eine Konstante C, sodass

la(hd)a* (b )by =y (s alli)a () | < - +2 VEER
Beweis. Wir geben einen Beweis durch Induktion in n;. Wir verwenden als abgekiirzte
Notation a*(hj) = a*(hi,) - a*(h;, ;) = aj - aj, .
Induktionsanfang: Sei n; = 0. Falls n; = 0 ist der Ausdruck = 0, denn 1) ist normiert.

Falls n; # 0, dann haben wir

a1 -+ - anithg = g (g, a1+ - anPg) | < llar -+ - angll + [Pl l[¥g]lllar - - - anthgll;

was wir mit Lemma [2.2.6] abschitzen konnen.
Induktionsschritt: Sei n; > 0. Durch Ausschreiben von Kommutatoren haben wir

la(ti)a® (b by — g (tgs albi)a () )|

< Jla* () a(biiy — g (g, a* (B a(Bi)ety )| (2.10)
n;—1 nj N

+ Z Z Hal...akilai‘i...a?‘...a;jak#»l...anir(/}g
k=1 I=1
— oy (Vg1 anoai o g antly ) o a (2.11)

nj
+ZHQ1 Slpo10) A 'a:zﬂ% — 1y <¢gaa1 S Gn1ay - a) "a:j¢g>’||[a77ani]|-
=1

(2.12)

Die Kommutatoren sind ¢-unabhéngige komplexe Zahlen. In den Zeilen (2.10)) und (2.11))
konnen wir die Abschitzung aus Lemma anwenden. In Zeile hat sich die
Anzahl der Erzeugungsoperatoren um einen verringert, wir konnen somit die Indukti-
onsannahme anwenden. O
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Wir iibernehmen eine Abschitzung fiir die Konvergenz gegen die asymptotischen Er-
zeugungsoperatoren aus [GZ09b]. Zum Beweis wird die abzuschitzende Differenz als
Integral iiber die Ableitung geschrieben und der in der Ableitung auftretende Kommu-
tator mittels der Methode der stationdren Phase und unter Benutzung des rdumlichen
Abfalls des Grundzustandes abgeschétzt. Dieses Vorgehen ist durch das Cook-Argument
zum Beweis der Existenz der asymptotischen Vernichter und Erzeuger motiviert.

Lemma 2.2.8 ([GZ09D]). Sei ¢ = S°N | cia® (W), mit hi € L2(R? x {1,2}), ¢; € C
und eh’, € C§°(R3\ {0}; C?) fir allei=1,...N, k=1,...n;. Sein € N und A € L(H).
Dann existiert eine Konstante C, sodass fiir allei =1... N gilt:

ey (W) = a* (e P < g V>0 (2.13)
und
|<€_1Ht1[),A€_ZHt’QZJ Z < hz ’gZJg,A(I (hj)d)g>| < g ‘t’n Vi > 0.

Beweis. Fir siehe [GZ09D]: der Beweis von Proposition 3.5 dort geht fiir beliebig
groBe a (insbesondere o = 1) durch, wenn wir uns mit einer Konstante C' = C'(«) be-
gniigen ohne deren a-Abhéangigkeit kontrollieren zu wollen. (Da der Beweis die Methode
der stationiiren Phase zur Abschitzung von |(Gy, hi)| verwendet, ist hier k € S(R?) von
Nutzen. Die in [GZ09b] stérkeren Voraussetzungen an das Potential sind fiir den Beweis
dieses Lemmas nicht notwendig.)

Die zweite Abschatzung folgt leicht aus der ersten. O

Zu ist anzumerken, dass die Konstante von den Photonzustianden h’ abhangt.
Dies lasst s1ch wie folgt einsehen. Zu einem Photonzustand h erhalten wir gemaﬁ -
eine Konstante C' = C(h), die wir als moglichst klein annehmen. Wir betrachten nun
den um At > 0 zeitlich zuriickversetzten Zustand g = h_a¢. Der Zustand g kann erst
um At spater konvergieren®; in der gleichen Form abgeschétzt ist daher zu erwarten,
dass die Konstante C(g) dafiir groBer ist.

Lemma 2.2.9. Seien hi € L2(R? x {1,2}) und ehi, € C°(R?\ {0}; C?) fiir alle i =
1...N, k = 1...n;. Sei B € L(Hy) und sei W(f) = eY) ein Weyl-Operator mit
ef € S(R3C3). Seine N und A= B W(f).

Dann existiert eine Konstante C, sodass

Vvt € R.

(o By A ) = (Aol () | < T

Beweis. Wir benutzen [a(h! ), W (f)] = 7<h]t, FYW(f). Die Methode der stationéren
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Phase liefert ]<h§-7t, f) 2l <O+ [t[")~1. Damit folgt
(g, B ® [a(ht), W(f)]a*(@%m
= |<¢g7 B® Z a(hi,t) : ] 1t <h3 ts f> W(f)a( §'+1,t) (h;“ )a *(bi)wgﬂ

j=1
€ S B@ (alb) - a(hiy JW(Falblr,) - alhh, Ja* (1)) o).
j=1

< -
14t

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Beschréanktheit von B und
W (f) finden wir eine zeitunabhéngige obere Schranke fiir die Summanden.

Die Aussage des Lemmas folgt nun sofort, da [(¢4, B® [a(R), W (f)]a* (ﬁ{)w9>| gerade
die abzuschétzende Differenz ist. O

Im folgenden Lemma betrachten wir nur den Fall n; < nj; fiir n; > nj, siehe Lemma

Lemma 2.2.10. Seien h}, € L2 (R?x {1,2}) und eh}, € Cg°(R3\{0};C3) firi =1...N,
k=1...n;. Sein€N, >0 und A= B® W(f) mit B€ L(H,) und ef € S(R3;C3).
Angenommen n; < nj, dann existiert eine Konstante C, sodass fiir alle t € R

C

e und \<¢g,a(ﬁi)a*(ﬁg)¢g>| < 11t +e

C

(A" alti)a” () | < e +

Bewets. Es ist
<A*wg7a(ﬁi)a*(ﬁg)¢g> = <a(h{>a*(ﬁi)A*¢g:¢g>
= (ald)a" (B, Ay ) + (B* © lalled)a" (1), W (=) g, ¥y ) -

Wir zeigen wie im Beweis von Lemma dass der zweite Summand durch ein Po-
tenzgesetz beschriankt ist. Den ersten Summanden schétzen wir ab, indem wir mittels
Induktion in n; zeigen, dass ||a(h)a* (k)| < 1+|t|” +e. |

Induktionsanfang n; = 0: Ein Term der Form a(h]u) ..a(hy, )¢y (eine beliebige
Anzahl n; > 0 Vernichtungsoperatoren und n; = 0 Erzeugungsoperatoren) kann nach

Lemma [2.2.6| abgeschétzt werden durch h(L‘ t|") + d mit beliebigem ¢ > 0.

Induktionsschritt: Sei n; > 0. Kommutieren wir a*(h}) und a(h?), so erhalten wir

la(t)a* (k)| < lla* (f)alhd |l + (i, bk ) I

—

XZZHG W) alh] g )at(B) - a (B, ) - a* (R, Ja(h],y ) -~ a (Bl )il

=1 k=1

wobei der erste Summand mittels Lemma abgeschatzt werden kann (in der Form

C(n,d)
= 1+]¢]™

+ 9). In der Doppelsumme unterscheiden wir zwei Fille.
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Im einen Fall, fiir Summanden mit [ < n; (d.h. direkt vor 1, steht mindestens ein
Vernichter), kénnen wir ebenfalls/LEnma verwenden. Im anderen Fall haben wir
Ha(h]l‘,t) . a(hf;bj_lvt)a*(hit) . a*(h};,t) ---a*(hiy, ;)ibgll; das ist von der selben Form wie
der Ausdruck mit dem wir anfingen, aber mit nur noch n;—1 Vernichtungsoperatoren und
n; — 1 Erzeugungsoperatoren. Wir konnen also die Induktionsannahme zum Abschétzen
< i(:rtfn) + § verwenden.

Es bleibt § klein genug zu wéhlen. O

Lemma 2.2.11. Seien hi € L2(R3 x {1,2}) und eh} € C§(R3\ {0};C3) fir alle

i=1...N,k=1...n; und sein € N. Dann existiert eine Konstante C, so dass

I ()" () = (g ), 09 < s V>0,
Beweis. Offenbar
(0" (g, a* (B)g ) = (MMa” ()™ P1asy, e M1ta ()™ 1, ) (2.14)

Mit (2.14) und der Abschitzung ||a%(h")y, — eHla*(hy)e iy, || < lfmnw =1,...N
aus Lemma [2.2.8) folgt die Aussage. O

Das folgende Theorem ist unser erstes Ergebnis zur Abschétzung der Relaxation in den
Grundzustand. Damit haben wir bewiesen, dass fiir relaxierende Zustdnde die Erwar-
tungswerte lokalisierter Observablen schneller als jede inverse Potenz von ¢ relaxieren.
Im Beweis setzen wir die vorangegangenen Abschétzungen zusammen.

Theorem 2.2.12 (Relaxation in den Grundzustand). Es sei H = (p + A(z))*+V + Hj
und es seien V' und k so, dass die Voraussetzungen vom Anfang des Unterkapitels erfillt
sind. Sei A € A und sei 1o := e~y mit

Yo € span{a’(h)yy : h € (L2(R® x {1,2}))™,m € N}.

Seie >0 undn e N\ {0}.
Dann existiert eine Konstante C > 0, sodass

[ Goss v} = (s Ag) (o) | < Ty +e V>0
Beweis. Sei € > 0. Sei zuerst A = B ® W(f) mit B € L(Heq) und ef € S(R3;C3).
Nach Lemma [2.2.3] approximieren wir 1y mit einer endlichen Linearkombination ¢ =
Zij\il cia’ (h)g, mit bl € L2(R3 x {1,2}) und ehi € C(R?\ {0};C?) fiir alle k =
1...n;, sodass |[tho — ¢| < e.
Wir expandieren die Gleichung durch Einfiigen teleskopierender Terme. Teilweise spal-
ten wir die Falle n; > n; und n; < n; auf, wo diese im Weiteren getrennt behandelt
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werden.

| (0, Adi) — {35g, At (0, 0)| (2.15)
N
< | (e, Atee) = e (" (B, Aa* (k) )| (2.16)
P
N
+| Z%< (B, Aa” ()iby ) = D e ( Ay, albi)a* (), )| (2.17)
i,j=1 4,j=1
N
HY e (A, alhi)a” ()i, ) - 2 v (470 ) (t6g, a(h)a” (])ipy ) |
L i
(2.18)

N N
1 Y e (A alat (b Y +1 Y e (A", g) (g albi)a* (], )|

ij=1 ij=1
n; <nj n; <MNj

(2.19)

N
+ | Z Cicj (A%g, ) <a*(ﬁi)wg> (h] ¢g> Z Cicj (A"g, ) <a*+(ﬁi)¢g’a*+(ﬁj)¢g> l,

1,j=1 i,j=1

= (o Ag) ()
(2.20)

Wir schatzen die Zeilen elnzeln ab Sei § > 0.
Nach Lemma [2.2.8]ist Zeile ) beschrankt durch

Nach Lemma [2.2.9|ist Zeile ) beschrénkt durch 7 +| t\n'
Fir Zeile (2.18)) zeigt Lemma 2.2.7 dass es eine obere Schranke H_Ciﬁ‘n + ¢ gibt.

Zeile wird beschrankt durch 1+|t\"’ siehe Lemma [2.2. lll

Nach Lemma [2.2.10[sind die beiden Terme der Zeile (2.19]) beschriankt durch l—ﬁt\" +4.

1+|t\"'

Also haben wir

1

(e A0k) = Gy v 0.0 <5 (e €1 ) o+ 20

Da A ein beschrankter Operator ist, erhalten wir indem wir € (siche Beweisanfang) und
0 klein genug wihlen

¢ +
1+ |t

(0,6, Ato,t) = (g, Athg) (tho, %o} < (2.21)

Wir beenden den Beweis mit einem Approximationsargument fiir beliebige Operatoren
A € A. Fiir jedes A € A existiert eine endliche Linearkombination A’ = Zle B ®

19



W(f;) mit ¢; € C, B; € L(He) und ef; € S(R3;C3) fiir alle i = 1...k, sodass die
Operatornorm ||A — A’|| beliebig klein ist. Dann

(W, Ay) — (g, Ag) (o, %0)| < [(the, Abe) — (e, A'y)|
+ |<¢t7A,¢t> - <17Z}ga Alwg> <77Z}0777[}0>| =+ |<¢ga A/d}g> - <¢g7 A¢g>||<¢07¢0>|

Dies wird mittels (2.21]) abgeschétzt. O

Wir sehen gegeniiber des Ergebnisses dieses Kapitels zwei Verbesserungsmoglichkeiten.

Einerseits wiirden wir gerne kontrollieren, wie die Konstante C' von 1)y abhéngt, im
Idealfall um eine uniforme Abschéitzung zu beweisen. Allgemein wird dies wie im An-
schluss an Lemma diskutiert nicht moglich sein. Einen Ansatz die Menge der bei
der Relaxation entstehenden Photonzusténde so einzuschranken, dass eine uniforme Ab-
schatzung moglich wird, diskutieren wir in Kapitel

Andererseits hitten wir fiir die Relaxation gerne ein Exponentialgesetz als Abschét-
zung, da dieses im Gegensatz zu einem Potenzgesetz eine typische Zeitskala liefert, eine
,Lebensdauer”. Hierfiir setzen wir bei der Konvergenz gegen die asymptotischen Erzeuger
(2.13) an und konnen fiir diese in einem vereinfachten Modell auch ein Exponentialgesetz
beweisen (siche Korollar [4.2.4)).
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3. Uniforme Ausbreitungsabschatzung fiir
Photonen

Wir diskutieren in diesem Kapitel den ersten der am Ende des vorigen Kapitels vorge-
schlagenen Verbesserungsansétze fiir die Abschitzung der Relaxation in den Grundzu-
stand.

Wie im Anschluss an Lemma diskutiert, ist in der Abschitzung aus Kapitel
die Konstante C' von den Photonzustdnden h; und damit von ¢y und € abhéngig. In
Unterkapitel 3.1 geben wir eine uniforme Abschatzung fiir die rdumliche Ausbreitung von
(in zu definierendem Sinne) auslaufenden Photonzustédnden. Wir hoffen dieses Resultat
auf von einem Atom emittierte Photonen anwenden zu kénnen und untersuchen daher
in Unterkapitel an Hand des Ubergangsmatrixelements, ob die bei der Relaxation
emittierten Photonzusténde tatsédchlich auslaufend sind. Wir werden jedoch finden, dass
sie im Wesentlichen einlaufend sind!

3.1. Ubertragung der Perry-Abschitzung

Unser Ergebnis dieses Unterkapitels ist die uniforme Abschétzung der Photonausbrei-
tung, Theorem Dabei handelt es sich um die Ubertragung der sogenannten Perry-
Abschétzung [Tes09, Lemma 12.5] [WeiO3, Satz 24.7] aus dem EnB-Zugang zur nicht-
relativistischen quantenmechanischen Streutheorie auf freie Photonen (hier in Einteil-
chentheorie behandelt). Die folgenden Definitionen und die Sétze und sind in
[Wei03, Kapitel 24] zu finden.

Der Operator Ag in L?(R™) ist definiert durch

1 1 1

Satz 3.1.1 ([Wei03, Kapitel 24]). Ao ist wesentlich selbstadjungiert, der Abschluss sei
A= Ag. Sei F die Fouriertransformation auf L*(R™), dann gilt:

FAF ' =-A
A ist der Erzeuger von Dilatationen, d. h. (!4 f)(z) = /2 f(elx).

Die Mellin-Transformation ist definiert als (wobei der Limes im Sinne der L?-Norm-
Konvergenz zu lesen ist):

M :L*(R™) — LR x §™71)
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N
(MY w) = (2m)~1/? Jim A2 p ) dr, A eR, we ST (3.2)

Die Mellin-Transformation ist unitiar. Mit V : L2(R™) — L?(R x S™71), (Vf)(s,w) =
e™5/2 f(e*w), und F der Fouriertransformation in der Koordinate s lisst sich die Mellin-
Transformation als M = F;V schreiben.

Die Inverse der Mellin-Transformation ist gegeben durch (mit Limes im L2-Sinn)

N
(M~ 1g)(rw) = (2m)~1/? Jim Nr“‘r_m/Qg(/\,w)d/\ (3.3)

Satz 3.1.2 ([Wei03, Kapitel 24]). Sei My der Multiplikationsoperator mit t(\,w) = A
in L?(R x S™~Y). Die Mellin-Transformation ist eine Spektraldarstellung von A:

MAM™! = My, (3.4)

Zur Interpretation seien folgende Anmerkungen gemacht: Fiir f in Ortsdarstellung ist
(f, Af) der Realteil des Erwartungswerts von @ - p, dem Skalarprodukt von Ort und
Impuls. Fiir Zustande aus dem spektralen Teilraum (A > 0)H zeigt also, klassisch
gesprochen, der Impuls in die gleiche Richtung wie der Ortsvektor des Photons, weshalb
wir diese Zustidnde als auslaufend bezeichnen. Diese Interpretation wird durch unser
folgendes Theorem gestiitzt.

Wir beweisen hier nur den Fall skalarer Photonen, das Resultat ibertragt sich aber
trivialerweise auf Photonzustinde aus L?(R3 x {1,2}). Wir verstehen hier die Photon-
zustinde in Ortsdarstellung, daher w = v/—A. Das Resultat gilt in beliebiger Raumdi-
mension m.

Theorem 3.1.3. Sei w = /—A auf L*(R™). Sein € N, e € (0,1) und g € C§° ((0,00))
mit supp g C [¢,d], 0 < ¢ < d.
Dann existiert eine Konstante C = C(n,¢), sodass fir alle a € R gilt:

la| . it C
c(l —6)} ust HX{\w\g(l—a)\ﬂ—%}e g(w)X(A)H < (

dr [t| > max{1, —_.

Dabei ist firt < 0 zu nehmen x(A) = x(A < —a), firt > 0 ist zu nehmen x(A) =
X(A=a).

Bemerkung: Die Konstante C' ist unabhingig von a, aber es muss gelten |t| > |a|/c(1—
e). Dies ist aber schon notwendig, damit (1 —¢)|t| — |a|/c ein nicht-negativer Radius ist
und insofern keine Einschrinkung.

Beweis. Wir zeigen nur den Fall ¢ > 0, der Fall ¢t < 0 lauft analog. Sei f € S(R™).
Schritt 1. Da g eine C5°-Funktion ist kénnen wir in der folgenden Rechnung die Fou-
riertransformation als konvergentes Integral und den Ausdruck dann als L2-Skalarprodukt
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schreiben:
[efiwtg(w)X(A > a)f] (w) — {ffle*l“c\tg(’k‘)f)((fl > Cl)f] (513)

= (2m) " [k ke R k) (x4 2 a)) ()

= (s FX(A 2 0) ) gy B (i \(A < =) Ff) = (i )

wobel wir definiert haben
kot () = (2m) "™/ 2@ ke Ukt G (1K]), hgy i= X(A < —a)kay.

Schritt 2. Wir schétzen nun ||hg .|| ab; dies funktioniert wie der Beweis der Metho-
de der stationdren Phase. Wir verwenden zuerst, dass die Mellin-Transformation eine
Spektraldarstellung von A ist:

1haill = IX(A < —a)ka ]| = [MX(A < —a)kaill = [IX(rc—ap Mzl (3:5)

Es gentigt also Mkg; fiir A < —a abzuschéatzen. Es ist

(Mkm,t) ()\’ w) _ (27T)—(m+1)/2/0 e—i(rm~w—t\rw|+)\log(r))rm/2—19(|rw|) dr. (3.6)

Fiir die Phase fithren wir die Bezeichnung ¢(r) := (re-w —tr+ Alog(r)), ¢'(r) := 0,¢(r)
ein. Mittels (I + 1)-facher partieller Integration erhalten wir:

(Mias) A\ w) = C /0 h e*wﬁ(r)% {%--.i [ ¢’tr) [rm/21g(r)H] dr.  (37)

Hier treten (I 4 1)-viele Ableitungen auf.
Einschub: Abschétzung der Phase. Wir zeigen unter Verwendung von |z| < (1—¢)|t|—
la|/c zuerst:

() =lt=Xr—z-wl=[t=A/r[- (A=)t +]al/c. (3.8)

Falls A > 0, dann ist ¢ > |a|/c > A/e¢ > A/r, also |t — A/r| =t — A/r; fir A < 0 ist
[t — \/r| =t — \/r trivial. Damit folgt aus (3.8))

al A
6] 2 il + 12 -2 > ey, (5.9)
——

>0

Wir erweitern: |¢/(r)| = (14 [N\ + \t!)(l‘ﬁ;%, und mittels (3.9) sowie ¢ > 1 kénnen

wir den Bruch abschéitzen, sodass wir erhalten:

9] = (L4 + 183 (3.10)
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Auflerdem benétigen wir noch eine obere Schranke fiir die Ableitungen der Phase.
Leicht finden wir hierfiir (mit m € N beliebig vorgegeben):

1 2 - 1!
|¢(k)(r)| <So(I+|N+1t]) Vk=1,...m, dp = max{2, PO TREE (mcm)} (3.11)

Abschétzung von (3.7). Unter Verwendung der Ungleichungen (3.10) und (3.11]) kon-
nen wir nun den Integranden in Gl. (3.7) folgendermafien abschétzen (durch Induktion
in der Zahl der Ableitungen):

d d P C
i 7w [ [ O <= o

wobei die Konstante C' von [, ¢ und Jy abhéngt und ( eine beschrinkte Funktion mit

Tréger in [c, d] ist, welche alle Ableitungen bis zur (I+1)-ten von r™/2~1g(r) majorisiert.
Wir erhalten somit

C
(1 + AL+ D+

|(Mhgt) (N w)| < VA < —a,w € 8™

und damit

Il = Ixa-apMbedl? = [ ax [ oo xnemap(3) (M) ()

u -
< [ a d .
- /oo /sm—1 ERCEANERTIECE

Das Integral iiber S™~! liefert eine Konstante die nur von m abhingt. Mittels Substitu-
tion berechnen wir leicht das Integral beziiglich A\. Terme der Form —(1 + [t| + |a|) 72!
konnen dann (man beachte die Vorzeichen) weggelassen werden, wodurch die Abschét-
zung nur grober wird. Somit erhalten wir die a-unabhéngige Abschétzung

lhal® < O+ [t) 7> (3.12)
Schritt 3. Mittels der Ungleichung schétzen wir ab:
X {1l <(1-e)lt|—[al /ey g (W)X (A > a) f|I?
[e™g(w)x(A = a) f] (z)[*da

/{|m|s(1s)|t|a/c}
(P, Ff)Pde

Il
—

{lel<(1—e)[t|—|al/c}

< / e P17 f 2 da
{lz|<(1—€)|t|—|al/c}
(13.12)
= 01 4 Jt]) 2 / da | F 1|
{le|<(1—¢)|t|—|al/c}

< Cmt|™ (Kugelvolumen)
< O+ D> II£11,
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wobei im letzten Schritt [ mit 21 + 1 — m > 2n gewéahlt und |¢|/(1 + |t|) < 1 benutzt
wurde. Da die Zusténde f in L? dicht liegen, folgt die Aussage fiir die Operatornorm. [

Wir kénnen ein Korollar aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik [Tes09], wel-
ches besagt, dass jeder Zustand fiir ¢ — oo auslaufend wird, fast unverandert iibertragen.
Analoges gilt fiir t — —oo mit einlaufend.

Korollar 3.1.4. Seiw = v/—A und g wie in Theorem. Seia € R und ) € L2(R™),
dann gilt ‘
IX(A < a)e ™ g(w)p] =0 (t— o0).

Beweis. Wir haben unter Verwendung von ||B|| = || B*|| (fuir B € L(H))

IX(A < a)e™™g(w)y]
< IX(A < ™9 g <o taty ¥l + XA < ™ 90X g1 ey 121y ¥

< Iy L2ty XA < )] + XA < 9@ g 1oyt P

Da in der starken Topologie X{ja|>(1—o)jt|— L2ty 0 fir ¢ — oo folgt die Aussage aus

Theorem B.1.3] O

Diese Abschétzung ist offenbar verbesserbar, wenn eine rdumliche Abfalleigenschaft
flir ¢ gegeben ist.

Ausgefeiltere Resultate in der Art von Korollar[3.1.4]sind als ,,minimal velocity estima-
tes“ bekannt [HSS99] [Ric04]; diese Resultate setzen fiir selbstadjungierte Operatoren
H und A eine Mourre-Ungleichung i[H, A] > 6 > 0 auf einem spektralen Unterraum
Ha = xa(H)H voraus und liefern, dass 1) € Ha von e~ (bis auf einen fiir t — oo ver-
schwindenden Fehler) mit Mindestgeschwindigkeit § durchs Spektrum von A geschoben
wird.

3.2. Emissionsamplituden in Storungstheorie und
ein-/auslaufende Photonen

In diesem Unterkapitel untersuchen wir, wie das Matrixelement fiir die Emission eines
Photons davon abhéngt, ob der Photonzustand einlaufend oder auslaufend ist.

Auf L?(R? x {1,2}) definieren wir den Dilatationserzeuger A durch (Ah)(-,\) :=
A(h(-,N)) fiir A = 1, 2. Wir sprechen von auslaufenden Photonen, wenn diese in Ortsdar-
stellung im spektralen Unterraum Ran x(A > 0) liegen. In Impulsdarstellung sind nach
Satz die Zustidnde aus Ran x(A < 0) die auslaufenden.

Motivation fiir die Untersuchung in diesem Kapitel ist die Hoffnung, die entstehenden
Photonen seien im Wesentlichen auslaufend, womit unsere Form der Perry-Abschitzung
verspriache niitzlich zu werden. Wir werden jedoch im Gegenteil finden, dass zum Ma-
trixelement im Wesentlichen nur einlaufende Zusténde beitragen. Damit scheint zwar
die Perry-Abschéitzung nicht anwendbar zu sein, das Ergebnis ist aber bereits fiir sich
genommen interessant.
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Wir verwenden den Hamilton-Operator (1.1)), H, = (p + a3/2A(aw))2 +V + Hyf, um
eine Storungsentwicklung nach der Feinstrukturkonstante oo durchzufiihren.
Fiir dieses Unterkapitel setzen wir voraus:

Voraussetzungen. FEs sei V infinitesimal beschrdinkt beziiglich —A. Dariiber hinaus
sei V' so beschaffen, dass ein (bis auf eine Phase) eindeutiger Grundzustand 1, zu H,,
existiert und Vo € D(|x|™) fir alle n € N.

Fir kleine o kénnen wir auf [Hir00] verzichten und die Eindeutigkeit des Grund-
zustandes stattdessen aus |1 — 10| < o3/2C [GZ09b, Proposition A.3] folgern, falls
Hy = —A 4+ V einen eindeutigen Grundzustand besitzt.

3.2.1. Entwicklung des Matrixelements nach der Feinstrukturkonstante

Fir o = 0 ist der Hamilton-Operator Hy = —A + V + Hy = Hg + H; mit Grundzustand
Yo = Ve ® 2, wobei 1) der energetisch tiefste Eigenzustand von H, ist. Sei ferner 1;
ein energetisch hoherer Eigenzustand von H, d. h.

Hepi = Epy, Ho(v; @ Q) = Ei(v; @ Q) und E := E; — Ep > 0.

Fiir den Prozess der Emission eines einzelnen Photons unter Ubergang des Atoms in den
Grundzustand betrachten wir das Skalarprodukt (im weiteren als Ubergangsmatrizele-
ment oder Emissionsamplitude bezeichnet)

<ai(h)%, 1/’2 b2y Q> .

Dieses gibt uns den Uberlapp des angeregten Zustandes ohne Photonen mit dem Grund-
zustand und einem fiir ¢ — oo freien Photon.

Wir berechnen das Matrixelement in fiithrender Ordnung der Feinstrukturkonstante.
Fiir die Berechnung von Emissionsamplituden bis zu beliebiger Ordnung verweisen wir
darauf, dass dies analog zur Streuamplitudenentwicklung aus Kapitel [5| moglich ist.

Bemerkung: Da a im Argument des Vektorpotentials auftaucht, liefert die Entwicklung
nach a automatisch auch die Dipolapproximation.

Lemma 3.2.1. Es sei der UV-Cutoff K € S(R3). Sei f € L*(R3 x {1,2}) mit ef €
C2(R3\ {0};C?). Sei p(s) := etlaspe=itlas ynd A(0,s) := 11 A(0)e= 5. Dann gilt:

0 (FYo — a*(f)oa = 200 /0 " p(s)ba © [A(0,5), a* ()] ds + R(a),

mit einem Vektor R(a) welcher erfillt |R ()| = O(a®/?) fir o — 0.
Beweis. Folgt wie Theorem 4.1 in [GZ09b], unter Vereinfachung des Beweises. O
Satz 3.2.2 (Entwicklung des Matrixelements). Sei x € S(R3). Sei h € L2(R3 x {1,2})
mit eh € C3(R3\ {0}; C?) und E = E; — Ey > 0. Dann ist fiir « — 0

(@} (W, s © Q) = ~2i0® (g, pU) - / e G k) di+ O@7). (313)
0
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Beweis. Es gilt offenbar <a*+(f)wa, W ® Q> = <ai(f)wa —a*(f)Va, i @ Q), da a*(f)va
mindestens ein Photon enthélt, also zu ¢; ® Q orthogonal ist. Die Aussage folgt jetzt aus

Lemma [3.2.11 O

Den Photonanteil dieses Matrixelements werden wir im néchsten Unterkapitel mit
Hilfe der Mellin-Transformation darstellen.

3.2.2. Matrixelement ausgedriickt durch die Mellin-Transformation

Wir bringen nun das Matrixelement fiir die Emission eines Photons in Zusammenhang
mit der Klassifizierung der Photonenzusténde in einlaufend und auslaufend.

Wir rechnen hier im Gegensatz zu Lemma und Satz mit einem scharfen
UV-Cutoff. Es bezeichne M wieder die Mellin-Transformation. Man beachte, dass hier
der Photonzustand in Impulsdarstellung zu verstehen ist, hs(k) = e~ *lth(k).

Theorem 3.2.3. Sei £ = E; — Ey > 0. Sei k(k) = x|o,a)(|k|) mit A > E.

Sei h € L*(R3 x {1,2}) mit eh € CZ(R3\ {0}; C3) gegeben. Wir definieren komponen-
tenweise f; := M((eh);) und Fy(A) := [ fi(\, w)dw. Zu jedem | = 1,2,3 existiere ein
a >0, so dass ffa %CD\ < 00.

Dann ist (in Vektornotation F = (Fy, F», F3))

[e.e] e}

—iEti ey 1y 7r i > /ENF A
/6 Et<G07ht>dt = EES/Q Mﬁl[Fcoth](E) - \/E ()\) Z <> d\

0 —00

wobei F oy, definiert ist durch F oo (X) := (14 cothm\)F(X), vgl. Abb. [5.1]

Beweis. Da eh € C2(R3\ {0};C?) und M = F,V folgt aus den bekannten Eigen-
schaften der Fouriertransformation, dass f; € L'(R x S%;C). Daher kénnen wir die
Mellin-Riicktransformation explizit schreiben als

(eh)i(kw) = (ML) (kw) = (2m)~1/2 / a2 fi(\, w) dA. (3.15)

— 00

Wir setzen Gl. (3.15)) in (G, ht) ein (fiir [ = 1,2, 3) und erhalten

K (k) . o —ikt
(Gosshi) = [ @k SEL S ek i) e (3.16)
2|k’ j=1
= (eh)i(k)
:/O dk k? /32 dw ’j/(%eikt(zw)lﬂ/ A2 (0, w) dA
ox)—1/2  foo ) 0o )
= (”)/ dk /ﬁ(kz)e_m/ dA k:“\/ dw fi(\, w) (3.17)
\/§ 0 —00 S2
—_— ——

= Fi(\)
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Wir fithren eine Regularisierung ein, welche uns erlauben wird nach Tonelli und Fu-

bini Integrale zu vertauschen. Sei ©.(t) := O(t)e ¢ mit © der Heavisidefunktion. Da
(Gou,he) | < C(1+1t)~2 (nach der Methode der stationdren Phase) gilt nach dem Satz
von der majorisierten Konvergenz

/ dt e "FHGoy, hy) = lim [ dt O:(t)e PGy, he).
0 —>

Setzen wir hier (3.17) ein, so erhalten wir durch Integralvertauschung

/ dt e PGy, hy)

0
g - g (2m) 71
= 51—1>I(I)l+ N dt O(t)e \/»

[ee]
1 —iA —iEt ikt
= Eli)I(lJ’{F \/7/ dx F;(\) /Oo dk k(k)k /_OO dt ©.(t)e e

= —(tk—iE—¢)~!

/{ A
=1 dXx Fy(A dk.
<04 /2 / u m / k— (E —ic)

Wir verwenden fiir das Integral iber £ Lemma, und erhalten

dk k(k)et™ / dX kT F (N
0 —00

/ dt Gy, )
0

1 o) i 27T,L'efi)\10g(E7i€) k 1

= lim — d\ Fi(\ — AT .

a—l>%1+ﬂ/_oo u )\/271'( 1—e2m Z( A > k+ i\
@ vV

(b)

Nun suchen wir eine e-unabhéngige integrierbare Majorante, sodass wir den Limes ¢ —
0+ unters Integral ziehen kénnen. Fiir (b) haben wir die Abschitzung

A_Mi E—ic\"
= A k—l—z/\

Die Konstante C(E, A) haben wir dabei (als obere Schranke uniform in ¢, fiir ¢ hin-
reichend klein) durch Aufsummation der geometrischen Reihe erhalten. Wegen |C'/(1 —
e?™)| > 1/|A| ist nach Voraussetzung |Fj(\)/)| integrierbar.

Eine Majorante fiir (a) finden wir folgendermafien: Es ist log(F —ic) = logg|E — ie| +
iarg(E —ic). Im Betrag [e~"Aos(E—ie)| — |eAarg(E=i)| gind fiir das Argument arg(E — ic)
fur hinreichend kleine £ nur Werte in [37/2, 27] moglich (beachte die Lage von E —
ie unterhalb der Achse und die Wahl des Logarithmuszweiges in Lemma . Da
eM/2)|1 — ™| — 0 (A — —00) bzw. e??7/|1 — ™| — 1 (A — +00) haben wir auf
A < —a und auf A\ > a eine integrierbare Majorante. Fiir A € [—a, a] haben wir die in

—28

W +C(E,A).

W
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—iX log(E—ieg)
¢ uniforme Schranke |[“——~—| <

27ra

oz Nach Voraussetzung an die F; haben wir

[1—
somit eine integrierbare Majorante gefunden.
Ziehen wir also den Limes unters Integral, so haben wir

/ e Gy, hy)dt
0

I i [ 2miE e
=— F — AT
ﬂ/_mdx 1ey ﬁ2ﬂ< o Z( ) ,HM)

—27 B e2mA { o (o= (BN AR
- eraen e - S [~ amm (3 (5) ).

k=0

Im zweiten Schritt haben wir E3/2E~3/2 eingefiigt, um das Ergebnis mittels der Mellin-
Transformation ausdriicken zu kénnen. Mit 2™ /(1 —e?>™) = (—=1/2)(14 coth(w\)) folgt
das Theorem. O

Wir zeigen nun, dass der vom UV-Cutoff A abhéngende Term in (3.14) fiir A — oo
verschwindet. Wir sehen diesen Satz zusammen mit der Beliebigkeit von A als Rechtferti-
gung in der physikalischen Interpretation des Matrixelements diesen Term zu ignorieren.

Satz 3.2.4. Unter den Voraussetzungen von Theorem[3.2.3 gilt:

/ F(\) “Z( ) i A0 (Ao oo).

Beweis. Wir kénnen Y 5o, und [ d\ vertauschen, da > 32, (E/A)* absolut konvergent
ist. Wir erhalten

—z)\
/ Z( ) k—l—z)\d)\‘
<Z /Fvl 1 fz)\logAd)\ /le 1 71)\10gAd)\
k4 0+A

Im ersten Teil schétzen wir ab | [ Fj( )k-s} e AeAq)| < f|m|d)\ < 00, da unter

den Voraussetzungen von Theorem die Funktion Fy(\)/\ integrierbar ist. Wegen
Sps1 (B/A)F — 0 fir A — oo ist der erste Teil damit abgehandelt.

Im zweiten Teil erkennen wir die Fouriertransformierte einer L!-Funktion und somit
nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma | [ Fl()\)ﬁe_imd)\] — 0 (x — 00). O

Rein formal erhalten wir aus Theorem und Korollar mit x(4) = (1 +
cothmA) durch den Funktionalkalkiil definiert

(@ (W) thi © Q) = —iV2ma® 2 B3 (Yo, piby) - /S (x(A)eh) (Bw)dw + O(a®/?).
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Wie in Abbildung dargestellt &hnelt x : A — (1 + coth ) einer Stufenfunktion, die
fir A < 0 verschwindet. Also ist zu erwarten, dass vor allem Anteile des Photonenzu-
standes aus Ran x(A > 0) zum Matrixelement beitragen. Da wir in Impulsdarstellung
gearbeitet haben, heifit dies: Im Wesentlichen tragen nur einlaufende Photonenzustande
zum Matrixelement bei; von auslaufenden Zusténden erwarten wir ein kleines Matrix-
element!

Es wére interessant, diese Feststellung nicht-storungstheoretisch zu formulieren und
Anwendungen davon zu suchen.

Wir kénnen das Ergebnis physikalisch so interpretieren: Das Matrixelement lasst sich
flir grofle t schreiben als

(@ (W) o, s ® Q) & (a*(he)e™ Pty e hp; @ QY |

beschreibt also die Approximation des zerfallenden Zustands e~ *7%y); @ Q durch den
Grundzustand mit freiem Photon h. Fiir Zeiten ¢ < 0 jedoch beschreibt a*(hs)e™*Fatqp,
keine Approximation an e **); @ §; vielmehr ist zu erwarten, dass h; fiir t < 0 der
Zustand eines frei auf das Atom zufliegenden Photons ist, so dass das Photon fiir ¢t — 400
dann vom Atom ausgehend weg zufliegen scheint.

Insbesondere ist heuristisch nicht zu erwarten, dass das Matrixelement als Kriterium
fiir eine uniforme Konvergenzabschétzung gegen die asymptotischen Erzeuger geeignet
ist, denn: Sei ein beliebiger einlaufender Photonenzustand h in Impulsdarstellung vor-
gegeben, d.h. der Trager von Mh liege im Bereich positiver A\. Nach Korollar ist
zu erwarten, dass h; flir Zeiten t < 0 ,einlaufender” ist, d. h. gegeniiber Mh der Trager
von Mh,; in Richtung A — 400 gewandert ist. Auf Grund der waagrechten Asymptote
scheint das Matrixelement jedoch nicht zu unterscheiden zwischen Zustianden die mehr
oder weniger zu positiven A verschoben sind. Fiir die zu ¢ < 0 versetzten Zustande
ist aber langsamere Konvergenz gegen die asymptotischen Erzeuger (fiir ¢t — +00) zu
erwarten.

Das folgende Lemma zeigt die Existenz nicht-verschwindender Zusténde, welche die
Voraussetzungen von Theorem erfiillen.

Lemma 3.2.5. Seien Polarisationsvektoren gewdhlt mit e(k/|k|) = e(k) fir alle k # 0.
Falls g € L*(R3 x {1,2}) mit eg € C§°(R3 \ {0}; C3), so erfiillt h := Ag die Vorausset-
zungen von Theorem |3.2.9, d. h. es ist eh € CZ(R3\ {0},C3) und fil ‘Ele(;‘,&‘ d\ < oo.

Beweis. Auf f € C§°(R3;C3) ist der Dilatationserzeuger komponentenweise definiert:
(Af); = 3(x- 1V + 1V -2)f; fir j =1,2,3.
Nach Voraussetzung ist e(k) invariant unter Dilatationen, daher gilt
e (eg) = e(ey). (3.18)
Fiir eg € C°(R3 \ {0};C?) ist offenbar Aeg € C§°(R?® \ {0};C?). Da e : L*(R3 x
{1,2}) — L?(R3;C3) eine Isometrie ist, sehen wir durch Ableiten der stark-stetigen
unitdaren Gruppe in Gl. (3.18)), dass g € D(A) und A(eg) = €(Ag). Sei h := Ag.
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Abbildung 3.1.: Links: Graph der Funktion [—5, 5]\ {0} 3 A +— 14 coth(7\). Dies zeigt,
dass die auslaufenden Anteile (A < 0 in Impulsdarstellung) weitgehend abgeschnitten
werden. Rechts: Integrationsweg v in der komplexen Ebene, mit Pol bei E — ie.

Wir erhalten f; = M((eh);) = M((Aeg);)) = AM((eg);) und setzen f; o := M((eg);) €
LY(R x S?%). Dann ist

— [ 0w) do =2 [ fio(w) dw =X Fig()
52 52

Es folgt

1 |F1l
‘l_em‘dx |Fl0 2M,d)x<oo. 0

SC

Wir fithren noch die Berechnung des fir den Beweis von Theorem [3.2.3] benotigten
Integrals als Lemma auf.

Lemma 3.2.6. Fir E € (0,A), ¢ € (0,A — E) und A € R\ {0} gilt

A —iA —iXlog(E—ie) L /E—ieN 1
w (& (23
7@] = 2 y — /&72A .
/0 w— (E —ie) T e ;0( A > k4 iX

Beweis. Wir schreiben w™" = exp(—iAlog(w)) und wihlen einen Zweig des Logarithmus
mit Definitionsbereich D := C\ [0, c0) und mit Représentant der Argumentfunktion mit
Wertebereich (0, 27). Der Integrand hat dann als holomorphe Funktion f.(z) = %
den Definitionsbereich D\ {E — ic}. Es handelt sich bei w = E — ie um einen einfachen
Pol.

Der Residuensatz liefert mit dem geschlossenen Integrationsweg «y (vgl. Abb.

—Mlog( ) - '
% 7(12 = 2mi Res(F — ie) = 2mie” ' og(E—ie)
(B )

Wir betrachten die Beitrage der verschiedenen Teilstiicke des Integrationsweges . Das
Integral entlang v1(t) = t 4+ id, t € [0,A], ist fir 6 — 0+ gerade das zu berechnende
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Integral. Das Integral entlang ~3(t) = —t — id gibt fir 6 — 0+ das zu berechnende
Integral mal einen Faktor —e~2™, da —id im Logarithmus fiir 6 — 0+ den Winkel 27
liefert. Der Weg 4 ist als Halbkreis mit Radius  und Mittelpunkt 0 definiert; dieses
Integral verschwindet fiir § — 0+4. Das Integral entlang des Kreisbogens 72 mit Radius
A wird fiir § — 0+ zu einem Integral {iber den ganzen Kreis. Also im Limes § — 04

eAteitdt

A A 27
rie—iMlog(B—ie) _ —e?m AT ‘
S /0 £ (Ot + (e )/0 fe(H)dt + (iA )/0 et — (E—ie) /A

Den letzten dieser Summanden schreiben wir mit geometrischer Reihe und integrieren

gliedweise:
2 At it 21 0 . k
eMe E —ie
: dt = A : dt
/o et —(E — ie)/A /o ‘ H( Aeit )

L (E—ie\" [, ik X (E—ie\"e?™ —1
—Z< A >/ ete dt-Z( A ) T O

k=0 0 k=0
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4. Der harmonische Oszillator mit
Kopplung ans quantisierte Feld

In diesem Kapitel beschrinken wir uns auf den Fall eines quantenmechanischen har-
monischen Oszillators, welcher in Dipolndherung an das quantisierte elektromagnetische
Feld gekoppelt ist. In diesem Fall ist der Hamilton-Operator quadratisch und die Be-
wegungsgleichungen lassen sich explizit 16sen; wir kénnen darauf basierend zeigen, dass
Resonanzen des Oszillators im Wesentlichen exponentiell relaxieren (Korollar [4.2.4)).

Wir interessieren uns also fiir das Verhalten angeregter Zustinde des Oszillators unter
der Zeitentwicklung erzeugt vom Hamilton-Operator

H _ (p +2fn p) + m;do ZEQ + Hf auf H = L2(R3> ®f7 (41)

wobei A, := [ A(x) p(w)dgw das um den Ursprung mit der Ladungsverteilung p ausge-
schmierte in Coulomb-FEichung quantisierte Vektorpotential ist.

Die Funktion p € C$°(R3;R) sei nicht-negativ, rotationsinvariant und (4.2)
normiert auf [ p(z)d3x = 1. Weiter sei supp p C By/A(0) mit A > 0. '

Es sind m > 0, wp > 0 Masse und Frequenz des Oszillators ohne Kopplung ans Feld und
e € R die Elektronladung, mit welcher der Oszillator ans elektromagnetische Feld kop-
pelt. Man beachte die von den vorigen Kapiteln verschiedene Wahl der Einheiten. Der
Formfaktor und UV-Cutoff p ist unter obigen Voraussetzungen reellwertig und rotations-
invariant. Es entspricht A — oo der Entfernung des UV-Cutoffs oder anders interpretiert
dem Limes von ausgedehnter Ladungsverteilung zum Punktteilchen, wir arbeiten aber
mit festem A < oco.

Der Hamilton-Operator (4.1 ist selbstadjungiert auf D(H) = D(p®) N D(z?)ND(H;)
[Ara91]. Er besitzt einen (bis auf eine Phase) eindeutigen Grundzustand ), [Spo97],
dessen Energie-Eigenwert wir mit £ bezeichnen.

Arai [Ara83| konstruiert fiir das Modell mit Wick-geordnetem Wechselwirkungsterm
rigoros die Losung der Heisenberg-Gleichungen und diskutiert Spektrum, Asymptotische
Vollstandigkeit, Streumatrix und den Limes fiir die Entfernung des Ultraviolett-Cutoffs.
Im einfacheren Modell eines eindimensionalen Oszillators gekoppelt an ein skalares Feld
diskutiert Arai diese Punkte in [Ara81]. Formal haben Thirring und Schwabl Phinomene
in diesem einfacheren Modell in Hinblick auf Laserstrahlung berechnet [ST64], jedoch
nur im Limes der Entfernung des UV-Cutoffs mit einer Renormierungsprozedur, welche
die auftretenden Gleichungen deutlich vereinfacht. Spohn [Spo97] zeigt rigoros asym-
ptotische Vollstdndigkeit der Rayleigh-Streuung fiir den harmonischen Oszillator mit
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kleiner anharmonischer Stérung des Potentials. Die Abweichung von der harmonischen
Zeitentwicklung behandelt er mittels Dyson-Reihe.

4.1. Losung in der klassischen Elektrodynamik

Die Dynamik des quantenmechanischen Systems ist einfacher als im Falle z. B. eines
Coulomb-Potentials, da fiir quadratische Hamilton-Operatoren die quantenmechanische
Zeitentwicklung der Weyl-Operatoren durch die Losung der entsprechenden klassischen
Bewegungsgleichungen ausgedriickt werden kann (Lemma und die Bewegungs-
gleichungen linear sind. Um die Relaxationsgeschwindigkeit des quantenmechanischen
Modells zu bestimmen, 16sen wir daher als ersten Schritt die klassischen Bewegungsglei-
chungen mit geeigneten Anfangsbedingungen.

Auch unabhéngig vom quantenmechanischen Modell ist die Losung des klassischen
Modells schon von Interesse. In der Literatur finden sich einige Behandlungen [ABT6]
[Ste83] eines eindimensionalen Oszillators gekoppelt an ein skalares Feld, welche mit-
tels Laplace-Transformation Losungen konstruieren. Diese machen allerdings alle von
speziellen Ladungsverteilungen oder UV-Cutoffs Gebrauch, sind nicht rigoros oder dis-
kutieren Abfalleigenschaften der Laplace-Transformierten (welche zur Riicktransforma-
tion via Residuensatz Voraussetzung sind) unzureichend. Eine analoge Behandlung des
Problems in der Elektrodynamik existiert auch [RZ76], mit &hnlichen Unzulénglichkei-
ten allerdings. Eine direkte Losung ohne Fourier- oder Laplace-Transformation ist mog-
lich, allerdings nur mit Ladungsverteilung als charakteristische Funktion gewahlt [HS89].
Physikalisch interessant wére z. B. zu sehen, wie der Oszillator unter Abstrahlung elek-
tromagnetischer Wellen zum Potentialminimum relaxiert.

Wir liefern eine Losung des klassischen Modells welche bis auf einen fiir ¢ — oo schnell
verschwindenden Fehlerterm explizit anschreibbar ist.

Wir bezeichnen mit g € R? die klassische Ortskoordinate des Oszillators, mit p € R?
den Impuls, mit A : R? — R? das klassische Vektorpotential und mit 7 = —E : R? — R3
das kanonisch konjugierte Feld zu A (bis aufs Vorzeichen das elektrische Feld). Wir
arbeiten wie in der quantisierten Theorie in Coulomb-Eichung V- A =0 = V - «. Die
klassische Hamilton-Funktion ist formal definiert durch

2 2
H(q, A,p, ) = (p zf’:‘”) n m;O Q@+ ;/ﬂ'(m)2 + (rot A())? da, (4.3)

wobei A, = [ A(x) p(x)d®z das um den Ursprung mit der Ladungsverteilung p ausge-
schmierte Vektorpotential ist. Fiir die Ladungsverteilung p des Teilchens gelte (4.2)).

Wir verzichten auf eine rigorose Definition und iibernehmen die kanonischen Bewe-
gungsgleichungen direkt von Spohn [Spo97]. Sei P(k) die transversale Projektion. Spohn
gibt die Bewegungsgleichungen nach Fouriertransformation bzgl. der rdumlichen Koor-
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dinaten der Felder an:

%(t) _ % (p(t) be / d%’p(k')P(k')A(k',t)) (4.4)
P (1) = ~mia(t) (45)
%3(1@,75) = w(k,t) VkcR3 (4.6)
Z’(k,t) = —|k|?A(k,t) — eﬁ(k)P(k)i—?(t) Vk € R3. (4.7)

Sei D,, der reelle Hilbertraum der Vektorfelder ¢ : R3 — R? mit V - ¢ = 0 (Transversa-
litat) und q%)\/u_)m € L?(R3;R?). Nach Spohn erzeugen die Bewegungsgleichungen einen
Flussin R*@ D, ®R>* @ D_, (fiir die Felder als Funktionen der Ortsraumkoordinaten).

Das Anfangswertproblem ist linear, um die Lésungen zu berechnen bietet sich also
Laplace-Transformation in der Zeitkoordinate an. Der Einfachheit halber beschrinken
wir uns auf Anfangsbedingungen mit verschwindenden Feldern, A(zx,0) = 7 (x,0) =
0 Vo € R3. (Wiirden wir nichtverschwindende Felder als Anfangsbedingung zulassen, so
erwarten wir immer noch ein Relaxationsverhalten, falls die Anfangsfeldkonfigurationen
im Unendlichen verschwinden.)

Lemma 4.1.1 (Existenz der Laplace-Transformierten). Fir Anfangsbedingungen mit
verschwindenden Feldern sind die Losungen der Bewegungsgleichungen bis S0
beschaffen, dass die Laplace-Transformierten aufler fir k = 0 in der gesamten rechten
Halbebene Re z > 0 existieren.

Beweis. Wir schreiben H(t) := H(q(t), A(t),p(t), m(t)).

Die Gleichungen (4.6) und (4.7) fiir die Felder 16sen wir fiir festes k € R? als gewohnli-
che DGL mit durch ¢(t) vorgegebener Inhomogenitét: Gleichung (4.6)) in (4.7) eingesetzt
gibt

9?2 A(k,t . R .
D) kA, 1) = —ep(k) P(R)a().
Mit der Anfangsbedingung verschwindender Felder finden wir dafiir folgende Losung;:
. o(k)P(k t t
Alk,1) = ‘W (cos(|k|t)/ als) sinkls)ds — sin((kt) [ a(s) cos(\kz\s)ds) .
0 0

(4.8)
Am réumlichen Abfall von p lesen wir via (4.8) ab, dass die Feldenergie

/]fr(k,t)|2 + |k x Ak, t)|? d3k Tenchere! /w(a:,t)Q + (rot A(z, 1)) P

fiir alle ¢ endlich ist. Aulerdem zeigen wir unter Verwendung von , dass wir zur
Berechnung von dH (t)/dt die Ableitung unters Integral ziehen kénnen. Damit finden wir
unter Verwendung der Bewegungsgleichungen, dass dH (t)/dt = 0 (fiir diese Rechnung
ist es niitzlich in den Integralen mittels Plancherel zu den fouriertransformierten Gréfien
iiberzugehen). Das beweist Energieerhaltung H(t) = H(0) < oo Vt € R.
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Wir verwenden die Energieerhaltung um das Wachstum von q(t), p(t) und punktweise
das Wachstum der Felder abzuschétzen:

Sei E := H(0). Die Hamilton-Funktion besteht aus vier nicht-negativen Sum-
manden. Wir sehen mw2q(t)? < 2E, also |q(t)] < C < o fiir alle t € R. Nach folgt
|p(t)] < C und daher |p(t)| < C(t+ 1) fiir alle t > 0.

Weiter ist 2E > [(rot A(x,t))?d%x = [|k x A(k,t)|?d>k. Da auf Grund der Coulomb-
Eichung k 1 A(k,t) gilt, ist |k x A(k,t)| = |k||A(k,t)|. Damit und mit Holder:

5(k) |2 1/2
‘/ Ak, t)d%k ‘/ 0 k| A(k,t)d*k| < </ p‘(]{:') d3k:> (2E)Y? < 0.
(4.9)
Aus (4.9) und ( erhalten wir
lg(t)| < ‘pr(n” + % /ﬁ(k)A(kz,t)d?’k < C(t+1) fir alle ¢t > 0. (4.10)

Das zeitliche Wachstum der Felder schatzen wir mittels (| und ([4.10) ab:

) lellp(k IP( ) (2
A1) < 9 /| s)ids < CLER(E +1)

Aus Gleichung ([4.7) folgt jetzt |0 (k,t)/0t] < C(k )(t? 4+ 1) und daraus |7 (k,t)| <
C(k)(t* +1). Es wachsen q, p, A(k) und 7 (k) also hchstens wie ¢3 an. O

Die Laplace-Transformation £ in der Zeitkoordinate liefert:
Clal(s)s — al0) = o Llp)(s) + 5 [ @K/pk)P(K)CLAI(K ) (.11)
LIp](s)s —p(0) = —mwi Llg](s) (4.12)
LIA](k,s)s = L[7](k, s) (4.13)
L[7](k,s)s = —[kI>L[A](k, s) — ep(k)P(K) (Llg](s)s — q(0)) (4.14)

Dieses System linearer Gleichungen lésst sich explizit nach L[q], £L[p], £[A] und L[#]
auflosen. Dabei verschwindet die Projektion P(k) aus den Gleichungen durch Ausfiithren

ki~ 4”5 Wir erhalten Ausdricke wie z. B.

der Winkelintegration, denn es ist [g, Aok Tt

p(0) + q(0) (ms + e?s2 fd?’k,fzﬂQ)

Llg](s) = o 2 [k
mwg + ms? + e2s23 [ d°k k2+2
Das hier auftretende er [ d’k +) 5 ist als Funktion von s analytisch auf dem Gebiet
Re s > 0. Wie Spohn setzen wir dlese Funktion zu einer ganzen Funktion fort als
3 Ny —s|:c il e2
d’z [ d°x it o= —.
/ / plz |ac —x'|’ =

Fiir Res > 0 zeigt Fouriertransformation der p die Ubereinstimmung von f(s) und

k
2% [P HE
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Lemma 4.1.2. Die Funktion f:C — C ist ganz, d. h. tberall auf C holomorph.

Beweis. Nach dem Satz von Morera geniigt zu zeigen: Die Funktion f ist stetig und
erfilllt [, f(z)dz = 0 fiir alle Dreiecke A in C.

Da p € C§°(R?) und die 1/|z|-Singularitit in R? integrierbar ist, ist Stetigkeit durch
eine elementare Abschitzung klar.

Da z — e =2l fiir festes  und &’ analytisch ist, folgt Jon f(2)dz = 0 falls sich
die Integrale |, o dz und i d3z J d3z’ vertauschen lassen. Nach Tonelli und Fubini ge-

—zlz—a'|

niigt zu zeigen, dass [}, dzdemfdgm’]p(m)p(m’)W| < o0. Mit der Abschétzung
le=#12=2'l| < exp(max,con|Re z|2/A) ist dies klar. O

Weiter fithren wir die Funktion h ein, definiert durch

—z|z—a’
h(z)™t = m(wd + 22 + z2§a/d3m/d3:c’p(m)p(a:')e|mlm/|l, z € C. (4.15)
Offenbar ist z — h(z)~! eine ganze Funktion. Es wird sich zeigen, dass ihre Nullstellen
Polen der Laplace-Transformierten entsprechen; rechnet man die Laplace-Riicktransfor-
mation mittels des Residuensatzes aus, so bestimmt die Lage der Pole das Abfallverhalten
der Riicktransformierten, d. h. der Losung der Bewegungsgleichungen. Die Lage der Pole
von h schéitzen wir in Unterkapitel ab. Wir verwenden von dort, dass (vorausgesetzt

A > (9+1/3)wp) fiir alle S > wy ein ag > 0 existiert, sodass fir alle a € (0, ap)
e im Bereich Res > —5 genau zwei Pole liegen;
o diese Pole negativen Realteil haben;
o keine Pole mit Realteil —S auftreten.

Diese beiden Pole sind zueinander komplex konjugiert, da iL(?) = Wz)

Wir bezeichnen die beiden genannten Pole mit 2y und Zp. (4.16)

Durch ~ und f ausgedriickt lauten die aufgelésten Gleichungen fiir die Laplace-Trans-
formierten:

Lla)(s) = p(O)h(s) + a(0) (1 - mwghfj)> (417)
Llp)(s) = p(0) (1 - mwéhfj)> —meRg(O)(m+ f(s)hs)  (418)
L)k, 5) = —ep(k) P(k) 5 (sp(0)h(s) —a(O)muth(s))  (419)
LIA](k,s) = —e[)(k)P(k)k2_1i_82 (sp()(s) — aOmeh(s)) . (4.20)

Mit dem néchsten Lemma zeigen wir, wie sich die Lage der Pole auf die zeitlichen
Abfalleigenschaften einer Laplace-Riicktransformierten auswirkt. Da wir keinen Abfall
in Richtung Rez — —oo voraussetzen konnen, behalten wir einen Fehlerterm aus der
Anwendung des Residuensatzes bei.
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Abbildung 4.1.: Integrationsweg fiir die Anwendung des Residuensatzes in Lemma
Beispielhaft sind zwei Pole eingezeichnet, die zur Riicktransformierten beitragen. Links
von Re z = —S liegen evtl. weitere Pole. Cg, 71, ¥2, v3: Teilstiicke des Integrationsweges.

Lemma 4.1.3. Sei S > 0. Sei g : C — C eine meromorphe Funktion mit endlich vielen
Polen zp, k = 1...n, in Cg := {z € C : Rez > —S}. Die z, seien einfache Pole.
Es besitze g keine Pole mit positivem Realteil und keine Pole mit Realteil —S. Ferner
existiere eine Konstante Kg und ein M > 0, sodass

l9(2)| < Ks[Im z|~2  fiir alle z mit Im z| > M und Rez € [-S, S].

Dann existieren eine Funktion gs(t) und eine Konstante Cg, sodass fir alle t > 0

L7g)(t) = Res(g, z)e™" + e gs(t), |gs(t)| < Cs.
=1

Beweis. Die Laplace-Riicktransformation ist fiir ¢ > 0 gegeben durch

1
-1 : zt
)= "1 d
L7gl(t) = 5 lim . C 9(2)dz,
wobei Cr der Integrationsweg Cr(u) = S + iu mit v € [—R, R] ist.
Sei R > maxy—1. ,|Im z;|. Betrachte den in Abb. dargestellten geschlossenen Inte-
grationsweg. Nach dem Residuensatz ist

1 1

n
— e”g(z)dz = Y Res(e*'g(2), z) — / e*g(z)dz.
2mi Jog ; 270 oy oty

Die Residuen sind

Res(e®'g(2), zx) = lim (2 — z;)e*!g(2) = e*' lim (2 — 2x)g(2)

Z— 2 22

Der Beitrag des Integrals iiber die Wege 1 und 7s wird folgendermaflen abgeschéatzt:
Es ist y1(u) = u + iR, u € [-S5, 5], also |f,y1 e*g(z)dz| < e ffslg(u + ¢R)|du. Fiir den
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Integranden haben wir nach Voraussetzung quadratischen Abfall beziiglich des Imagi-
nérteils des Arguments. Im Limes R — oo werden also die Integrale entlang ~y; und 7o
verschwinden.

Der Beitrag des Integrals entlang -3 ist:

R
/ e*g(z)dz = —/ eI 4 ju)idu
73 -R
R .
= —ieSt/ e g(—S + iu)du.
-R

Wir setzen gg(t) := —ilimp_ oo fsz e®tg(—S + iu)du. Wegen des Abfalls wie 1/u? exis-
tiert limp—oo [T]g(—S + iu)|du =: Cs < oo, O

Mit diesem Wissen machen wir uns an die Berechnung der Laplace-Riicktransformier-

ten zu (@.17) und (&.18). Die Funktionen h(s), h(s)/s und (m + f(s))h(s) erfiillen nach
ﬂ g

Lemma 4.1.5| die Voraussetzungen von Lemma dieses liefert mit ag := Res(h, 2o):

~

L7HA)(t) = age™! + age™! + e Stgg(t), |gs(t)| < Cs.

Wir verwenden gg generisch fiir verschiedene Funktionen mit |gs(¢)| < Cs. Dann haben
wir weiter

- mw%ﬁf)](t) — 1 il

s
t(S

>
~

»
N

(t)]

~

h h
=1- mwg(Res(eStf), 0) + Res(e® . ),zo) + Res(e* is) ,20) + e*Sth(t)).
Schreiben wir & explizit aus, so sehen wir, dass Res(e“@, 0) = m}dg. Es folgt
0
1 h
L= —mw (8)](15) = —mw? <aoezot + c.c.) + e g (t).
s 20

Mit der Linearitidt von £~ ! erhalten wir somit

q(t) = p(0) (aoez‘)t + c.c.) — q(O)mw% (dez‘)t + c.c.) + e_Sth(t) (4.21)

p(t) = —p(O)mw% <Z§ezot + c.c.) — mwgq(()) ((m + f(zo))aoezot + C.c.) + e_Stgg(t).
(4.22)

Es bleibt noch die Riicktransformation von (4.19)) und (4.20) zu berechnen. Mit der
Linearitét von £~ haben wir zuniichst

(k1) = —ep(k) P(k) (P(O)12() — q(O)meils (1)) (4.23)
Alk,t) = —ep(k) P(R) ()11 (1) — g(O)medlo(t)) (4.24)
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woflr zu berechnen sind
sth(s) ]

Li(t) :=L£71
Q [s2+k2

Die Riicktransformierten kénnen wir wie in Lemma durch die Residuen
und einen Fehlerterm ausdriicken, einziger Unterschied hier wird sein, dass wir den Feh-
lerterm detaillierter abschétzen um seine k-Abhéngigkeit zu kontrollieren. Da p(k) wie
eine beliebige Potenz (1 + |k|)™" abfillt, sind in |k| polynomial wachsende Fehlerterme
akzeptabel: zusammengenommen ergibt sich immer noch eine bzgl. k beschrankte und
schnell abfallende Funktion.

In haben wir einfache Pole bei s = +i|k| zusétzlich zu den Polen zy und zp von
h. Die Residuen bei s = 2o und s = Z liefern exponentiell abfallende Terme e*! und
e®!, Fiir die Residuen bei s = 4i|k| ist der Exponentialfaktor e***l* oszillierend.

mit i = 0, 1,2. (4.25)

o Wir machen die Berechnung von [; detailliert. Wir verwenden den Residuensatz

mit dem Integrationsweg wie im Beweis von Lemma [4.1.3| Es féllt GFIRD =R

wie [Im s|~3 ab, die Beitriige der Wege 1 und -, verschwinden fiir R — oo also.
Schreiben wir noch den von 73 stammenden Fehlerterm explizit an, so erhalten wir

_ <040 zot h(”"”) ilklt
Li(t) = ((z0+i|k|)(zo—i|k])e + 5 € +c.c. (4.26)
R o . 7 o .
F(ci)e St im [ et ESFWMES i) g o

Rieo | p* (=8 +iu+ilk|) (=S + iu — i|k|)

=: gs(|kl.t)
Fir den Integranden in (4.27)) haben wir die Abschétzung
| et (— S + iu)(—S + iu)

h(—S + iu) i|k|h(—=S + iu)
—S+iu—ilk| (=S +iu)? + k2
< (1+ [KDO([u|7?).

Der Abfall wie 1/|u|? geniigt fiir Integrierbarkeit von —oo bis 0o und wir erhalten
damit |gs([kl, )] < (1+ [k])Cs.

(—S +iu + i|k|)(—S + iu— i|k]|)

o Analog erhalten wir fiir [

ao 2ot ﬁ(l|k|) i k|t —St
- —e - e +cc. | te k|, t) (4.28
<<ZO+z|k|><zO—z|k|> 2ilk gs(lk],t) (4.28)

mit Fehlerterm |gs(|k|,t)] < Cg.

lo(t) =

e Fiir Iy erhalten wir

3 i|k|h(ilk])
lg(t) _ < 200 et 4 i k|h(i] ’)ezkh‘,_’_c_c_) —i—efStgs(’k‘,t)

(20 + il k) (20 — 7|K]) 2
(4.29)
mit Fehlerterm |gs(|k|,t)| < (1+ |k|*)Cs.
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Wir fassen das Ergebnis dieser Rechnungen als Theorem zusammen:

Theorem 4.1.4 (Losung des klassischen AWP). Die Ladungsverteilung p erfiille (4.2)
mit A > (9 +1/3)wo und es sei S > wy. Wir definieren h gemdfs (4.15), zo durch die
Pole von h gemaj$ (4.16|) und ag := Res(h, 2p).

Dann ezistiert oy > 0, sodass fir a € (0,aq) die Losung der kanonischen Bewegungs-

gleichungen (4.4) bis (4.7) mit Anfangsbedingung
A(z,0) =7(x,0)=0 Ve ecR> und p(0) und q(0) beliebig

fiirt > 0 gegeben ist durch

q(t> = p(()) (a[)ezot + C.C.) — q(O)mw(Z) (CLOGZOt + C.C.) + e*Sth(t)
20

p(t) = —p(0)ymw? (Cmez(’t + c.c.) — q(0)mw? (—mwgagezot + c.c.) + e gg(t)
2

20 0
T M S
~ a(0mes <<ZO TR G ﬁz(ffz'l’f)e""“ * “') ] + P gs kL, 1)
R (S

Die Fehlerterme erfillen (mit Cs einer S-abhdngigen Konstante und n € N beliebig):
lgs(t)| < Cs, |gs(|kl,t)] < Con(l+ k)™ VkeRt>0. (4.30)

Bemerkungen: Da p(k) rotationssymmetrisch ist, hangen die Losungen abgesehen von
der transversalen Projektion nur von |k| ab.

Die gs, gg und Cg stehen generisch fir Funktionen bzw. Konstanten, die von Glei-
chung zu Gleichung verschieden sein konnen. Insbesondere werden sie von den Anfangs-
werten p(0) und q(0) abhdngen.

Fir t = 0 stimmen diese Ausdriicke (wie es allgemein Eigenschaft der Laplace-Riick-
transformationsformel ist) nicht mit der Losung des AWPs tiberein.

Beweis. Fiir a ausreichend klein sind nach Theorem die Punkte vor erfiillt.
Es geniigt nun bis zusammenzufassen. Zu sei angemerkt, dass m +

f(z0) = —mw3 /28, da 0 = h(z0) "' = mw3 + mz3 + 23 f(20).
Um fiir gg(|k|,t) die Schranke (4.30) zu finden, benutzen wir |p(k)| < Cp(1 + |k|) ™"
O
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Insbesondere zeigt Theorem [£.1.4] dass

()], [p(t)] < Ce el v >, (4.31)

wohingegen die Felder A, 7 rein oszillierende Anteile (d. h. mit Zeitabhéngigkeit ei”k't)
haben. Der harmonische Oszillator relaxiert also unter Abstrahlung von elektromagne-
tischen Wellen exponentiell. Im folgenden Unterkapitel werden wir die Relaxationsrate

|Re zo| abschétzen.

Wir héngen hier noch ein zuvor verwendetes Lemma zur Abschidtzung von h und f
an:

Lemma 4.1.5. Sei S > 0. Dann existiert eine Konstante Kg, sodass fir alle z mit
Rez € [-5,S] und Im z # 0 gilt

f(2)] < Ks[lmz|™*
und ferner existiert ein M > 0, sodass fir |Imz| > M und Rez € [-S, S] gilt
|h(z)] < Kg|Im 2|72

Beweis. Zuerst bringen wir f in eine leichter abschitzbare Form. Da der Integrand
invariant ist unter Vertauschung von x mit &’ haben wir

—z|lz—a’| efz|:1:f:1:'\
d3 d3 ’ ne¢ :2/d3 / d3 ’ ’ ]
[ @ [ da’ e o)L E e

Wir schreiben nun das Integral iiber ’ in Kugelkoordinaten. Dabei nehmen wir den
Winkel zwischen &’ und x als Polarwinkel #. Der Integrand ist dann unabhéngig vom
Azimutwinkel ¢ € (0,27), das Integral tiber ¢ liefert also einfach einen Faktor 27. Nun
setzen wir |z — x’| = \/|z|2 + |2’|? — 2|x||x’| cos § ein und substituieren u := cos #; das
Integral iiber u ist leicht ausrechenbar.

Wir gehen nun mit dem Integral iiber & zu Kugelkoordinaten mit Winkeln é, gZN) iber.
Wir sehen, dass der Integrand auf Grund der obigen Wahl von € nicht von 6 und QNS abhan-
gig ist, diese liefern also integriert nur einen Faktor 47. Wir erhalten unter Verwendung
der Rotationsinvarianz von p und mit r = |&|, ' = |2’| somit

T 2 0o 00 /
f(z) = ?)04(4)/0 dr rp(r)(e" — e’”z)/ dr' 7 p(r')e T,

z

Wegen Rez € [, 5] sind |e™?| und |e™"*| durch €™ majorisiert, unabhéngig von Im z.
Daher sehen wir am Vorfaktor 1/z, dass |f(z)| < C[Im z|~L
Wir wenden uns nun h zu. Es sei a = Rez und b = Im 2z, dann gilt:

A 2 ! . /
\h(a +ib) 71| = ’m(wg + (a+1ib)%) + (a+ ib)2§a / dwdm/me(a“b”mm |
> m|w§ + (a+ib)*| — |a + ib]?| f(a + ib)|
> |a+ ib*(m — |f(a + b)) — mw?
> b%(m — C|b|™1) — mwd.
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Fiir |b| groB genug wird m — C|b|~! > m/2. Also erhalten wir

\h(a +ib)| ™! > bPm/2 — mw?. O

4.1.1. Abschatzung der Relaxationsrate

Im Folgenden bestimmen wir die Lage der Pole von

-1
A e~z x|
z»—>h(z):<m(w(2)+z /d3 /d3115/ﬂ )|w—w|> :

Die Pole bestimmen das Abfallvefhalten der Losungen der Bewegungsgleichungen. Wir
schreiben, in diesem Unterkapitel h™' : z — h(z)™' = 1/h(2) fiir den Kehrwert, nicht die

Umkehrfunktion. Wir erinnern ferner daran, dass h(z) = iL(z)

Fiir o = 0 liegen die Nullstellen von 2! offenbar bei 2(0) = =iwp; wir betrachten
den Fall a > 0 als Stérung und verwenden den Satz von Rouché und das Implizite-
Funktionen-Theorem um die Lage der verschobenen Nullstellen zu bestimmen. (Der
Satz von Rouché wird einmal mit einem moglichst kleinen Gebiet und einmal mit einem
moglichst groflen Gebiet angewendet. Dadurch kénnen wir die verschobenen Nullstel-
len im kleinen Gebiet lokalisieren und das Auftreten zusétzlicher Nullstellen im grofien
Gebiet ausschliefen.)

Die Schwierigkeit beim Umgang mit h~! besteht darin, dass e~ #1%=%'| jm Integranden
fiir |z| — oo beliebig stark oszillieren und gleichzeitig im Betrag sehr grofl werden kann,
weshalb z. B. Stationdre-Phase-artige Anséitze zur Abschiatzung des Integrals keinen Er-
folg bringen. Liese sich dieses Integral gut kontrollieren, so wéren evtl. Pole mit groflem
negativem Realteil ausschliebar und die Fehlerterme in Theorem eliminierbar. Ei-
ne analytische Fortsetzung wie bei Arai [Ara81] [Ara83] konstruiert ermoglicht zu zeigen,
dass h~! nicht mehr als zwei Nullstellen besitzt, erfordert aber Voraussetzungen an p(k),
welche zu unseren Voraussetzungen inkompatibel sind.

Wir geben zunéchst eine obere Schranke dafiir an, wie weit fiir o = % > 0 die Null-
stellen von +iwy weg geschoben werden. Unsere Abschétzung ist offenbar verschérfbar,
zu Gunsten einer einfachen Aussage verzichten wir aber darauf.

Lemma 4.1.6. Sei D(p fd?’:cfd?’ ’p(m) (,‘) Es bezeichne im Folgenden e die
Eulersche Zahl. Sei o > O so klein, dass

16woD(p)e

(1) O <1l und (2) n:= a8D(p)e

< 1.
3m

Dann hat h=! genau eine Nullstelle zy im Ball By, (iwg) C C. Insbesondere gilt
—nwo < Re zg, genauso fir die komplex-konjugierte Nullstelle Z.
Bemerkung: Fir A > 2wq folgt (1) bereits aus (2).

Beweis. Wir verwenden den Satz von Rouché. Sei g(z) := m(w3 +22); g hat die Nullstel-
len +iwg. Wir beschrinken uns auf die Nullstelle in der oberen Halbebene und werden
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1/9" K Re

-iR

Abbildung 4.2.: Links: Zum Beweis von Lemma Diinne Linie: Graph der Funktion
p:0+— 6-e 0. Dicke Linie: Sekante durch Ursprung und Maximum von p. Gestrichelte

Linie: Konstante Funktion ¢ — cg.
Rechts: Gebiet K fiir die Anwendung des Satz von Rouché in Lemma [£.1.7]

zeigen, dass [h=1(2) — g(2)| < |g(2)] fiir alle z € dB.(iw) (wir nennen dies im weite-
ren Rouché-Ungleichung), wobei wir zu vorgegebenem « ein moglichst kleines € > 0
konstruieren.

Sei z = iwg + €’ mit £ < wg. Wir schitzen die rechte Seite der Rouché-Ungleichung
nach unten ab:

w2 + 22| = |2iwoe + 2e®| > |2iwoe| — |e2e™| = 2wpe — €2 > 2wpe — woe.

Wir schétzen die linke Seite der Rouché-Ungleichung nach oben ab:

—Rez\a: x| 8w2D( )
< 22 B d3’ e2/A 0 P.
i) =9l < e [ @ [ delp@ipte) o < a0

Hier haben wir verwendet, dass |z — x'| < 2/A, Rez € [—¢,¢] und |2|? < 4wd.
Wir substituieren nun ¢ := £2/A. Dann ist hinreichend fiir die Giiltigkeit der Rouché-
Ungleichung, dass hier die mittlere Ungleichung gilt:

SwOD( ) Z

A7 (2) - g(2)] < €’a < mandA/2 < [g(2)].

Die mittlere Ungleichung ist aquivalent zu ¢y := al6woD(p) < de~% =: p(6). (Die Funktion

3mA
p hat das globale Maximum (1,1/e), daher die Voraussetzung aww(’TD(p) < 1/e damit

eine Losung der Ungleichung existiert.) Wir suchen ein moglichst kleines § mit ¢g < p(6).
Vergleiche dazu Abbildung [4.2} Da p links des Maximums konkav ist, erhalten wir ein §
welches die Ungleichung erfullt folgendermafien: Wir legen eine Sekante durch den Punkt
(0,0) und das Maximum von p. Am Schnittpunkt dy der Sekante 6 — 1/e - mit der
Geraden 0 — ¢ gilt offenbar ¢y = 1/e - 4y, also

Co = 1/6 '50 < 506_60.
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Nach Riicksubstitution von ¢ = dA/2 sehen wir, dass somit die Rouché-Ungleichung

8D(p)e
3m

Mit dem folgenden Lemma schliefen wir weitere Nullstellen auler den in Lemma [4.1.6]
gefundenen weitgehend aus.

erfiillt ist fiir e = o222, = nuwy. Also hat A~! genau eine Nullstelle in By, (iwg). O

Lemma 4.1.7. Sei S > wy und o > 0 so klein, dass a2?( p) (1 — §0> —25/A " Dann

besitzt die Funktion h™' genau zwei (mit Vielfachheit gezihlt) Nullstellen in Cg = {z €
C:Rez > —S} und keine Nullstellen mit Realteil —S.

Beweis. Wir verwenden den Satz von Rouché um mit der Funktion z — m(wg + 22) zu
vergleichen. Sei S > wp, R > S und sei K das Gebiet wie in Abb. [4.2] skizziert. Zu zeigen
ist die Rouché-Ungleichung

5 5 —z|w |
/d /dwﬂ
| — |

’ 2

Vz € 0K, (4.32)

2
w

<m‘1+g
z

wobei wir bereits beidseitig durch |z|* geteilt haben.
Die linke Seite von (4.32)) schiatzen wir unter Verwendung von Re z > —S nach oben

ab:
5 5 —z|m x|
/d /da:p ;
!w—m\

Die rechte Seite von (4.32) schitzen wir nach unten ab, wobei wir verwenden, dass

|z| > S:
N L% 4.34
””(‘w)- (‘52) (434

Da nach Voraussetzung 2ae23/2D(p) < m(1 — %) ist, gilt nach dem Satz von Rouché,
3 S

< §Qe2S/AD( ). (4.33)

*Oé

2
w

m 1+%
z

dass h~! im Gebiet K genau zwei Nullstellen hat. Da R in dieser Ungleichung nicht
auftaucht, konnen wir R beliebig grofi wihlen und so mit Gebieten K ganz Cg abdecken.
O

Als néchstes geben wir eine untere Schranke dafiir an, wie weit fiir &« > 0 die Nullstellen
von +iwy weg geschoben werden.

Lemma 4.1.8. Es existiert eine holomorphe Funktion o — z(«), definiert auf einer
Umgebung U C C von o = 0, mit z(0) = +iwy und h="(z2(c)) = h=(2()) = 0 fiir alle
acU.

Sei A > (9+ %)wo. Dann existiert ein oy > 0, sodass fir o € (0, aq) gilt:

Rez(a) < —a;fl/fx/d%'p(m)p(x/)sww_w/’) <0

|z — o]

Im z(ar) < wo <1—/d3 /d3:cp COS(WO@_M)) < wo.

|z — ']

und
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Beweis. Wir betrachten wieder nur die Nullstelle in der oberen Halbebene. Wir setzen
fa, z) := h™'(2) und wissen, dass f(0,4iwy) = 0. Es ist f als Funktion von (a, z) € C?
holomorph und %(0, iwg) # 0. Nach dem Implizite-Funktionen-Theorem fiir holomorphe
Funktionen [Kra82, Thm. 1.4.11] existiert auf einer Umgebung U C C von o = 0 eine
holomorphe Funktion a — z(«) mit f(«, z(«a)) = 0. Fiir die reell-analytische Funktion
a+— Rez(a) (fir o — Im z(a) analog) haben wir die Taylorentwicklung:

2
Re z(a) = Rez(0) + aRe 2'(0) + % Rez’(t), te(0,q).

Falls wir zeigen konnen, dass Re 2”(0) < 0, dann existiert ein oy > 0, so dass Re 2 (t) < 0
fur t € [0, ), womit Re z(0) + awRe 2’(0) zur oberen Schranke fiir Re z(«) wird.
Berechnung der Ableitungen: Fiir die erste Ableitung berechnen wir einfach

N AN
z (0) = <82> % a=0, zziwo'

Fiir die zweite Ableitung liefert implizite Differentiation:

vy (OINT (O (08N | O (9F\* _, 0°F 0fof
Fla) = (az 902 \9: ) T 92\ 90 ) " %800200 05 ) (@)
Es ist 02f/0a? = 0, alle anderen partiellen Ableitungen rechnen wir explizit aus und

setzen a = 0, z = iwpy ein. Unter Verwendung von Re(z + iy) = Rex — Imy und

Re(z-y) =Rex-Rey—Imax-Imy Va,y € C, erhalten wir (wir schreiben verkiirzt = = x
p(w)P(r’))

|z—=']

und g =
Re 2”(0) (4.35)
32w

[/dxdx' g cos(wplx — ') - /dx”dx"’p(w")p(w'”) cos(wolx” — ™) (4.36)

- /dxdx' g sin(wg|x — 2'|) - /dx"dx"'p(x")p(x"') sin(wolz” — x’")] (4.37)

_ 4%0 [ </ deda’ g cos(wolz — x'|))2 - (/ dzda’ g sin(wolz — x'\)>2] (438

In Zeile ({ schatzen wir ab cos(wplz — 2'|) < 1.

In Zeile verwenden wir, dass 0 < wplz — /| < 2wo/A < 2/(9 + %) und daher
sin(woplz — x’ ]) nicht—negativ ist, diese Zeile fiir eine obere Schranke also einfach wegge-
lassen werden kann.

In Zeile ([4.38): Wegen |z — 2’| < 2/A kénnen wir verwenden, dass cos(wolz — '[) >
1 — 2wp/A und sin(wplz — 2'|) < 2wp/A.

Somit erhalten wir unter Benutzung von [ p(x)dz = 1:

Re 2"(0) < 43”°/d dz "’|( ) <8°’° /d dz 'p|x_$,’) (1_22X0)>. (4.39)

x — 2

>0
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Mittels |z — 2’| < 2/A zeigen wir weiterhin fdxdx’% > [dap(z) [da'p(z’)s = 5.

Aus Ungleichung (4.39)) ersehen wir nun unter Verwendung von A > (9 + g)wo, dass
Re 2”(0) < 0.

Fiir den Imaginérteil zeigt eine analoge Rechnung, dass Im 2”(0) < 0 fiir A > 4wp, was
die obere Schranke fiir Im z(«) etabliert. O

Nach den Lemmata [£.1.6] bis [£.1.8] erhalten wir folgendes qualitative Bild: Fiir « = 0
hat i Pole nur bei +iwy. Nach Laplace-Riicktransformation entspricht dies einer Losung,
welche wie e*0t mit der Frequenz wq des harmonischen Oszillators schwingt. Fiir a > 0
verschieben sich die Polstellen zg, Zg zu negativem Realteil und dem Betrag nach kleine-
rem Imaginirteil. Die Losung verhélt sich dann wie e~Re20lteEiIm 20t Wiy nennen daher
|Im zo| die Frequenz des gedampften harmonischen Oszillators und v := |Re 2| die Re-
lazationsrate. Entsprechend betrachten wir |[Re zg| ™! als die Lebensdauer und |Im zg| ™!
als die Periodendauer.

Zum Vergleich der Groflenordnungen sei erwéahnt, dass wir aus den Parametern unseres
Modells folgende typische Zeitskalen bilden kénnen:

1 1 «

a)o’ X’ E
Theorem 4.1.9 (Abschiitzung von Relaxationsrate und Frequenz). Sei p € C§°(R?)
mit p(x) > 0 Vo € R3, [ dzp(x) = 1 und suppp C By/p(0) mit A > (9 + §)wo. Sei
S > wy und D(p) := [ &z [ iz ’plw) ﬂ(el) Dann ezistiert ag > 0, sodass gilt:
Fiir alle o € (O ap) hat h in Cs={z€C:Rez > —S} genau 2wei Pole, zy = z(«)
und Zo = z(a). Auflerdem hat h keinen Pol mit Realteil —S. Die beiden Pole sind von

erster Ordnung und erfillen (mit e der Eulerschen Zahl):

S < o _@ a2 (wy?
S < —wp < wOSmSeD(p) <Rez(a) < Wy <1 (A) > <0, (4.40)

0 < wp (1 - %SGD(p)) <Imz(a) < wp <1 - % <A - w0>> <wp.  (4.41)

Bemerkung: Rotationsinvarianz von p wird fir dieses Theorem nicht bendtigt.

Beweis. Fiir die oberen Schranken schiitzen wir das Resultat von Lemma [4.1.§ weiter
ab. Fiir den Realteil verwenden wir sin(woy)/y > wo —wiy?/6 Yy > 0), wobei sin(woy)/y
in y = 0 stetig fortgesetzt wird.

Fiir den Imaginérteil folgt aus cos(wo|z — x'|) > 1 — wp4 und

Im 2(a) < wo <1 - / dmdm/p(w)p(m/)W>

i & ftnrt ) ol 4]

Die unteren Schranken stammen aus Lemma [4.1.6] O

. — , dass
B |
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Wir vergleichen unser Ergebnis fiir die Relaxation des harmonischen Oszillators durch
Strahlungsddmpfung mit dem Ergebnis formaler Rechnungen, siehe z. B. Jackson [JacT5,
Section 17.7]. Jackson konstruiert ausgehend von der Energieerhaltung eine Bewegungs-
gleichung, welche die Dampfung durch Abstrahlung beinhaltet und berechnet damit,
dass ndherungsweise

18m?

Nehmen wir in der oberen Schranke aus den Punktladungslimes A — oo, so stimmt
die Schranke mit Jacksons Relaxationsrate iiberein.

Auftillig ist die Diskrepanz zwischen Jacksons Ergebnis fiir den Imaginérteil und un-
serer Abschatzung : Jacksons Niherung liefert erst in Ordnung o? einen Beitrag
zur Frequenzverschiebung, wéhrend wir schon in Ordnung « einen Beitrag haben. Arai
[Ara83] findet jedoch wie wir bereits in Ordnung « eine Frequenzverschiebung. Auch die
formale quantenmechanische Berechnung des Lamb-Shifts nach Bethe liefert Energiekor-
rekturen in Ordnung «. Dowling [Dow98] zweifelt Jacksons Modell der Strahlungsddmp-
fung an und gibt eine formale Rechnung an, welche eine klassische Frequenzverschiebung
in Ordnung « liefert. (Der Titel von Dowlings Paper, ,,Why Jackson is Wrong!“, bezieht
sich auf eine Behauptung Jacksons, kein klassisches Modell kénne wie die quantenme-
chanische Rechnung einen Lamb-Shift in Ordnung « liefern.)

Unsere Rechnung zeigt rigoros, dass ein einfaches klassisches Modell eine Frequenz-
verschiebung in Ordnung « liefern kann.

5 2.2
q(t) = goe™* mit z = iw% =+ dwp <1 - 2% > .
3m

4.2. Relaxation im quantenelektrodynamischen Modell

Wir wollen nun die Losung des klassischen Modells auf das quantenelektrodynami-
sche Modell iibertragen.

Sei u = (1,01, 0,¢5) € R3 @ D; & R3 @ D_;. (Es wird sich zeitentwickeln oy
wie die klassische Ortskoordinate, as wie der klassische Impuls, ¢; wie das klassische
Vektorpotential und ¢, wie das klassische kanonisch konjugierte Feld.) Sei von nun an p
der Impulsoperator,  der Ortsoperator, A das quantisierte Vektorpotential und = das
zu A kanonisch konjugierte quantisierte Feld. Wir fiihren formal ein

(u,Jz) =y -p—oz-x+ /d?’m ¢ () 7m(x) — /dgw ds(x) - A(x). (4.42)

(Das J steht formal fiir die Matrix der symplektischen Form. Wir lassen die Matrix an
anderer Stelle auftauchen als Spohn [Spo97], daher weichen unsere Definitionen durch
Vertauschungen und Vorzeichen von seinen ab.) Es sind hier A und 7 ohne UV-Cutoff
gemeint, d.h. die operatorwertigen Distributionen, welche durch Integration mit einer
Testfunktion zu selbstadjungierten Operatoren werden.

Wir setzen in die expliziten Ausdriicke fiir die quantisierten Felder ein:

2
1 . )
A(x) = &k e(k, \) (2m) 732 (e *®a* (K, \) + e*%a(k, )\)) ,
>/ e )

E
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2
_ 3 . E —-3/2 ( —ik-x, * _ ikx
w(x) = ;/d k e(k, N)iy/ 5 (27) (e a*(k,\) — e a(k,)\)).
So kommen wir zur Definition
(0, J2) = o - p— a2 - @ + a*(6) + a(9), (4.43)

mit ¢ € L?(R3 x {1,2}) definiert durch

1 Jp— 1.
¢(k,A) = ﬁe(kw\) - (@\/\?l%(k) - m%(k)) : (4.44)

Lemma 4.2.1 (Zeitentwicklung von Weyl-Operatoren). Sei v = (a1, ¢, 02, ¢y) €
R3 @ D) @ R3@ D_y1. Sei u(t) = (ar(t), dy(t), aa(t), po(t)) die Lisung der klassischen
Bewegungsgleichungen bis mit Anfangsbedingung u(0) = u. Sei Dg fir alle
t > 0 ein definierender Bereich des Segal-Feldoperators —= (a* (¢(t)) + a (¢(t))), wobei

V2
o(t) gemaps (4.44) definiert ist durch ¢ (t) und ¢o(t).
Dann ist fir allet € R der Operator (u(t), Jx) wesentlich selbstadjungiert mit (D(p)N

D(x)) ® Ds ¢ D ((u(t), Ja:)) Fortan schreiben wir (u(t), Jx) fir (u(t), Jx) und es gilt

i(u(t),Jx)

e—thez(u,Jx)eth —e _

Beweis. Bis auf die Wesentlich-Selbstadjungiertheit ist das Lemma von Spohn [Spo97]
iibernommen.

Zum Beweis der Wesentlich-Selbstadjungiertheit: Wir definieren auf S(R) Auf- und
Absteigeoperator des Harmonischen Oszillators

foo fmwo, /1 S Ll SN 1 4.45
al: 5 %1 2mw0p’ o 5 T +1 2mw0p' (4.45)

Auf D(B) := S(R) ist B := a1,1p1 — o121 symmetrisch und fir ein geeignetes v € C
schreibbar als:

B = fya—i—f’yoﬁ.

Wir setzen D als Raum endlicher Linearkombinationen von Hermite-Funktionen; dieser
Raum ist offenbar invariant unter B. Es folgt mittels Nelsons Analytic-Vector-Theorem
(in Form von [RS75, S. 203 Cor. 2] und mit der Abschétzung aus [RS75, S. 204 Example
2]), dass B wesentlich selbstadjungiert ist auf D.

Der Operator C := aj,1p1 — ag 121 auf D(C) := D(z1) N D(p1) ist eine symmetrische
Erweiterung von B. Wir haben also B C C C C* C B*, daher C* D (B*)* = B. Da
D(B) in H dicht ist, ist auch D(C*) dicht; also nach [RS80, Thm. VIIL1] (C*)* = C
und somit

CcC=(C"c(B)*"=B.
Folglich D(z1) N D(p1) € D(B).
Mittels der Identifikation L?(R3) = ®3L?(R) zieht man dies auf a; -p—aa-a hoch. [
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Die Losung der klassischen Bewegungsgleichungen kennen wir aus Theorem [£.1.4] Wir
konnen nun also die Zeitentwicklung z. B. eines Aufsteigeoperators des Harmonischen
Oszillators berechnen. Da der Hamilton-Operator rotationssymmetrisch ist [HH10, Sec-
tion 5], betrachten wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit den Aufsteigeoperator in

z1-Raumrichtung,
/ [ 1
o = M:1:1 —1 p1:DCH—MH, (4.46)
2 2muwyg

wobei x; die erste Komponente des Ortsoperators, p; die erste Komponente des Impuls-
operators und D = D(x1) N D(p1) der Definitionsbereich des Aufsteigeoperators ist.

Theorem 4.2.2 (Zeitentwicklung des Aufsteigeoperators). Sei H der Hamilton-Operator
und p erfille mit A > (9 + 1/3)wo. Sei ag > 0 hinreichend klein und
a € (0,aq). Sei zg gemdfs bestimmt. Dann ist fir t > 0 die Zeitentwicklung
des Aufsteigeoperators auf D(H) gegeben durch

e Mlare™ = b(t) + a* (¢4 (1)) + a(o—(t)),

wobei b(t) eine Familie von Operatoren mit ||b(t)y| < C(¢,a)e™ 7 fiir alle v € D(H)
ist, v = |Re zo| > 0 und die Funktionen ¢4 und ¢_ definiert sind durch

3

wo

X h(=ilkl) i

k)e(k, \)1 ———Le Rl (k| £ wp). 4.47
p(k)e( h\/@ (k] £ wo) (4.47)
Beide Funktionen liegen in LE(R? x {1,2}). (Mit e = \/Awa wird die Elektronladung
bezeichnet.)

Beweis. Sei uy = (0,0,(—1,0,0),0) und u, = ((1,0,0),0,0,0), sei v» € D(H). Wir
wenden Lemma auf e/“a/2) ) und eUr/)q) an. Die Zeitentwicklung mit diesen
Anfangsbedingungen ist aus Theorem bekannt.

Es liegt €'y in D(H) und damit in D(p) N D(z). Weiter 1» € D(H) C D(Hy) C
D((Hy + 1)Y/2), und da fiir die explizite Losung der Bewegungsgleichungen offensicht-
lich ¢(t) € L2 fiir alle ¢t > 0 gilt, ist D((Hy; 4+ 1)'/?) im Definitionsbereich des Segal-
Feldoperators enthalten. Somit ¢ € D((u,(t), Jz)) N D({uq(t), Jr)) nach Lemma
Wir kénnen also in den Gleichungen e~ *Htei(wJuiseitlty, — oiui().J2)sy, (j = ¢ p) auf
beiden Seiten ,,% “ anwenden und bilden daraus die Linearkombination

gbi(k,)\,t) = CZ 9

|s=0

mwo

T <UQ(t)’ Jx> ¢ —1

2 2mwy

(up(t), Jx) 1. (4.48)

Fiir t = 0 ist dieser Ausdruck nach Wahl von u, und u, gerade a*.

Fir ¢ > 0 schreiben wir geméaf aus und setzen die klassische Losung
ein. Dann sortieren wir nach relaxierenden Summanden (die einen Faktor e** oder e=5*
beinhalten) und oszillierenden Summanden (die einen Faktor ¢!kt beinhalten). Die os-
zillierenden Terme liefern ¢4. Die relaxierenden Terme werden in b(t) zusammengefasst.

Zur Abschétzung von ||b(¢)v|| verwenden wir ||| < oo und ||py|| < oo und fir die
Terme mit Erzeugern und Vernichtern fiigen wir (Hy+1)""/2(H+1)!/2 ein und schiitzen
durch die w-Norm ab. Die w-Norm verschwindet exponentiell mit Rate |Re zg| =~. O
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Wir sehen, dass ¢4 und ¢_ mit dem Faktor e "It genau der Zeitentwicklung freier
Photonen unterliegen. Auffillig ist der Beitrag des Vernichtungsoperators a(¢_(t)). Auf
den Grundzustand angewendet ist von diesem Operator nur

Che

lao- (vl < 17 i

+e

zu erwarten (vgl. Lemma [2.2.6). Also wird a(¢—(t))1by zu dem ansonsten exponentiel-
len Relaxationsverhalten eine Potenzgesetz-Abweichung hinzufiigen. Dies ist nach Un-
tersuchungen zur Uberlebenswahrscheinlichkeit von Resonanzen auch zu erwartendes
Verhalten, vgl. [Hun90] fur die Idee und [BFS99, Thm. 3.5] fiir den Fall der Quanten-
elektrodynamik.

Korollar 4.2.3 (Asymptotischer Erzeuger). Sei H der Hamilton-Operator (4.1) und p
erfille (4.2) mit A > (94 1/3)wq. Sei ap > 0 hinreichend klein und o € (0, ap).

Dann ist a1y = a’ (¢4(0))1gy.

Beweis. Um o*1)y = a’ (¢+(0))tpy zu erhalten, ist gegeniiber Theorem nur noch
a(p—(t))yy wie in Lemma abzuschétzen und der Limes ¢ — oo zu nehmen. (Das
Potential V (z) = mwix?/2 erfiillt nicht die Voraussetzungen von Kapitel 2, der Beweis
der Lemmata [2.2.5| und [2.2.6| gilt aber auch fiir dieses Potential.) O

Die Ergebnisse zu den Uberlebenswahrscheinlichkeiten legen nahe, dass die Potenzge-
setz- Abweichung von héherer Ordnung in der Kopplungskonstante a sein sollte. Betrach-
ten wir die Funktion ¢_, so fillt auf, dass h einen Pol bei zp = —iwg + O(«) besitzt,
dem wir uns mit h(—i|k|) bis auf einen nichtverschwindenden Abstand der Ordnung o
annéhern (siehe Unterkapitel [4.1.1). Dabei wird aber der Faktor (|k| — wp) klein — im
Gegensatz zum Faktor (|k| + wp) in ¢4. (Nach dieser Uberlegung erwarten wir auch,
dass ¢4 bei |k| = wo + O(«) einen Peak aufweist, in diesem Sinne also die Energie des
Photons der Differenz der ,Energieniveaus® entspricht.) Nach dieser heuristischen Uber-
legung zeigen wir im folgenden Korollar, dass ||a(¢—(t))1g|| tatséchlich von Ordnung «
ist.

Korollar 4.2.4 (Exponentielle Relaxation). Sei H der Hamilton-Operator und p
erfiille mit A > (94 1/3)wo. Sei ag > 0 hinreichend klein und o € (0,ap). Dann
existiert eine Konstante C; = C1(«) sowie eine a-unabhdngige Konstante Cy, sodass fir
t > 0 folgende Abschdtzung gilt:

le™ oy — a* (¢4 (t)) e Flapg|| < Cre™ " + aCh.

Es existieren c1,co > 0, sodass cia < v < caa.

Bemerkung: Wir schlieffen nicht aus, dass C1 = Ci(a) — oo fir a — 0; wir lesen
nur Cy(a) < a=Y2C ab (wenn wir im Nenner der klassischen Losungen die Abschitzung
|z0 —ilk|| > Ca verwenden).

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass ||a(¢—(t))1)g|| von Ordnung o ist.
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Analog zum Beweis von Lemma 20 in [FGS08|] zeigen wir, dass fiir k # 0

latk, Ayl < 0220 P8y

VIl
(In diesem Beweis bezeichne C' immer a-unabhéngige Konstanten.) Der Beweis von
Theorem 1 in [Gri04] liefert sogar eine a-unabhingige Abschitzung ||e”I®ly,|| < C < oo
und damit |||z|¢y]| < C. Nun setzen wir ¢_ aus in den Vernichter a(¢—_(t)) =
3, [ (K, A\ t)a(k, \)d3k ein und finden mit [p(k)|* < C,(1 + |K|)™:

o

k .
_(t <aC ———|ha(—1k)(k — dk. 4.49
Jao- ()] < aC | o ha(=ik) k- o) (4.49)
Hier kam ein Faktor a'/? aus ¢_ hinzu. Wir haben durch die Notation hervorgehoben,
dass h, = h von « abhéngt. Wir zeigen im folgenden eine a-unabhéngige Abschétzung
fiir den Integranden von (4.49)). Wir unterscheiden dazu die drei Bereiche k£ von Null bis

nahe wyg, k € [wg — &,wp + €] und k von nahe wy bis +oc.

1. Abschétzung fir k € [wg—e,wp—+¢] (mit einem zu konstruierenden a-unabhéngigen
e > 0). Es ist (a,2) — hqa(2)! eine analytische Funktion in zwei Variablen, mit
einer einfachen Nullstelle bei o = 0, z = —iwy. Nach dem Weierstrafischen Vorbe-
reitungssatz (vgl. [BM48], Seite 188], [FL10, Thm. IV.6.4]) existiert eine Umgebung
U C C? von (0, —iwp) sowie eine in U analytische und nullstellenfreie Funktion
ga(2)71, sodass X

ha(2)1 = (2 — Zo(@))ga() . (4.50)
(Fir Zp(a) wurde in Theorem die Bezeichnung zy = Z(«) verwendet.)

Wir wihlen & > 0 und € > 0 so klein, dass B := B(0) X B:(—iwg) C U. Da
B kompakt ist, hat darauf |g,(2)"!| ein (wegen der Nullstellenfreiheit positives)
Minimum:

|9a(2)7| > Cae >0 V(a,2) € B.

Wir definieren p(«) indem wir fiir die Nullstelle schreiben Zp(a) = —iwp + ip(cv).
Wir haben dann mit (4.50|) eingesetzt folgende Abschitzung (dieser Schritt funk-
tioniert fiir ¢4 nicht):

. 1

ho(—ik)(k — = o(—ik)(k —

- i8) = )] = | s (k) )
p(@)

) <oz (i el Y
k—wo+pla)| = %F |k — wo + p(ar)]
Gemaéf Theorem ist fiir hinreichend kleines ap und « € (0, ap)
Ip(a)| < Ciae und  |[Imp(a)| > Cia,

< Cie |t

mit a-unabhéngigen positiven Konstanten C7 und Cs. Daher |k — wo + p(a)| >
Imp(a)| > Cha. Es folgt, dass fir (a, —ik) € B

|ha(—ik)(k — wo)| < ;! <1 + g,20[> = C, unabhéngig von a. (4.51)
’ 1
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2. Abschétzung fiir k£ von nahe wg bis 400. Aus dem Beweis von Lemma haben
wir

(o (=ik) 71 > [=ikP(m — | fa(=ik)]) — mw]
und |fo(—ik)| < aC(p)/k. Es folgt

. o «
lhal=ik)71 2 B (m — $C(p)) — me = m(k? - wf) —
wo

Sei § > 0. Wir schranken uns ein auf k mit

Dies impliziert

m(k? — wd) — aC(p) > mé>.
wo
Wir wéhlen § < e (mit ¢ aus der Abschatzung fir k£ € [wg — €,wp + €]). Fir
hinreichend kleines oy ist dann kg + € (wo,wo + €] und wir haben fiir alle & > ko
die Abschétzung
|ha(—ik)| < 1/(mé?). (4.52)

3. Abschétzung fir k£ von Null bis nahe wy. Wir schétzen elementar ab:

~

ro(—ik) Y] > m(wd — k2) — k2§aD(p). (4.53)

Sei § > 0 so klein, dass \/w3 — 62 € [wp — €,wp) (mit € aus der Abschétzung fiir
k € [wo — €,wo + €]). Mittels (4.53)) sehen wir, dass

\ho(—ik) ™Y > mé? (4.54)

solange k < (1 + %ﬂf’)))_l/z\/wg — 02 =: ko_. Fir hinreichend kleines «aq ist
ko.— € [wo — &, wp).

Nach Konstruktion iiberlappen die Giiltigkeitsbereiche der Abschéitzungen (4.52)), (4.51))
und (4.54)), sodass wir den Integranden von (4.49) durch eine a-unabhéngige integrier-
bare Funktion nach oben abschitzen kénnen. O

Es liegt nahe zu vermuten, dass sich wie im Falle der Uberlebenswahrscheinlichkeiten
der Potenzgesetz-Fehler zu hoheren Ordnungen in a verschieben ldsst, wenn wir als
Ausgangszustand nicht a*1), verwenden, sondern die Resonanz durch eine Stérungs-
entwicklung héherer Ordnung besser approximieren. Wir gehen hier aber nicht weiter
auf diese Frage ein.

Nach Theorem kénnen wir auch eine Vorhersage iiber das Verhalten eines ange-
regten Zustandes ()", treffen. Formal haben wir

e by = (et e B = (0(1) + 0 (64 (0) + alé (1)) e
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Dies ist eine endliche Linearkombination von Zustédnden mit maximal n fiir £ — oo freien
Photonen.

Interessant wére auch zu untersuchen, welcher Raum durch Anwendung von Aufstei-
geoperatoren a* (beziiglich aller drei Raumrichtungen) auf den Grundzustand v, aufge-
spannt wird. Fiir a = 0 ist der Grundzustand v, = 1) ® Q, und durch Anwendung von
Aufsteigeoperatoren wird He ®€2 aufgespannt, da die Hermite-Funktionen eine Basis des
L?(R) sind. Dariiber hinaus ist zu vermuten, dass sich auch fiir Anfangszustinde mit
zuséatzlichen Photonen mit unserer Methode die Zeitentwicklung berechnen liese, hét-
ten wir uns nicht bei der klassischen Losung auf die Anfangsbedingung verschwindender
Felder zuriickgezogen.

In Unterkapitel haben wir die Vermutung aufgestellt, dass fiir die Photonene-
mission durch Atome im Wesentlichen einlaufende Photonzusténde relevant sind. Die
Berechnung der Mellin-Transformierten von ¢, wére eine Moglichkeit am Spezialfall
diese Vermutung nicht-stérungstheoretisch zu tiberpriifen.

Ebenfalls interessant wére der Vergleich unseres Ergebnisses fiir die Relaxationsrate
mit einer (formalen) stérungstheoretischen Berechnung der Ubergangsrate wie Fermis
Goldener Regel.

Schliefllich ware interessant zu untersuchen ob sich unter Verwendung von Korollar
bessere Abschétzungen (im Vergleich zum Potenzgesetz aus Theorem fiir
[(Ve, Atpy) — (thg, Athg) (¢, 1))]| erzielen lassen. Das Problem hierbei ist, dass im Beweis
von Theorem [2.2.12] ein Potenzgesetz nicht nur durch die Konvergenz gegen asymptoti-
sche Erzeuger eingeht, sondern auch weitere Terme mittels der Methode der stationédren
Phase abgeschitzt wurden. Diese Abschétzungen wiren entweder durch exponentielle
Abschétzungen zu ersetzen oder es wéare zu zeigen, dass diese Terme von ausreichend
hoher Ordnung in « sind. Dazu kénnte hier gegeniiber Kapitel [2] die explizite Form des
Photonenzustands ¢ verwendet werden. U.U. wére es auch hilfreich die Menge der
Observablen A zu verkleinern.

o4



5. Storungsentwicklung von
Rayleigh-Streuamplituden

Als Rayleigh-Streuung bezeichnet man die Streuung von Photonen an einem Atom, so-
lange die Gesamtenergie unterhalb der Ionisierungsschwelle bleibt. Wir zeigen in diesem
Kapitel, wie sich rigoros eine Entwicklung von Streuamplituden <a*+( f)wa,a*_(ﬁ)zba>
nach der Feinstrukturkonstante « bis zu beliebiger Ordnung vornehmen lésst (als asym-
ptotische Reihe mit a-abhingigen Koeffizienten, in welchen statt e “*#a* Propagator und
Resolvente fiir @ = 0 sowie der Wechselwirkungsoperator auftauchen). Dazu wird der
Propagator e~*e* mit der Duhamel-Formel entwickelt; durch das Potenzgesetz in t als
Abschétzung fiir die Konvergenz gegen die asymptotischen Erzeuger ist der Fehler kon-
trollierbar. Aulerdem miissen Grundzustand und Grundzustandsenergie in « entwickelt
werden; wir tibernehmen dazu die Entwicklungen von [BFP06] [BFPO7h].

In fithrender Ordnung von a haben wir eine Entwicklung von Amplituden fiir die
Emission genau eines Photons aus einer Resonanz (d. h. <ai(h)wa,wi ® Q> mit einem
Eigenzustand ; von Hg = —A+ V) in Unterkapitel durchgefithrt. Das im Folgen-
den demonstrierte Verfahren ldsst sich auch fir Emissionsamplituden anwenden und zeigt
wie eine Entwicklung mit beliebig vielen Photonen bis zu beliebiger Ordnung systema-
tisch durchfithrbar ist. Obwohl fiir uns vor allem die Emissionsamplituden von Interesse
sind, zeigen wir das Verfahren an den verbreiteteren Streuamplituden um direkt mit der
Literatur vergleichen zu kénnen.

Bach et al. [BFP07a] haben eine Entwicklung fiir Rayleigh-Streuamplituden konstru-
iert, die dieses Kapitel motiviert hat. Der wesentliche Punkt unserer Arbeit ist, dass wir
durch Verzicht auf eine Reduktionsformel das Vorgehen demgegeniiber deutlich verein-
fachen konnen und die Entwicklungskoeffizienten explizit angeben.

Sei der Hamilton-Operator Hy = (p + 043/2A(aw))2 +V + Hy gemaf (1.1)).

Voraussetzungen. Das Potential V' sei infinitesimal beschrinkt bzgl. —A; auflerdem
sei V € L7 (R*) und lim|g o V(x) = 0. Es sei inf o(—A 4 V) ein negativer isolierter

Eigenwert von Heyy= —A + V' mit Vielfachheit 1.
Es sei aufferdem r € C§°(R3) und x > 0.

Diese Voraussetzungen werden z. B. vom Coulomb-Potential einer endlichen Zahl sta-
tischer Kerne erfiillt.

Es folgt die Existenz eines Grundzustandes v, mit Energie F, |[GLLO1]; fiir hinrei-
chend kleines « ist 9, (bis auf eine Phase) eindeutig. Weiter ist ¢, exponentiell lokalisiert
[Gri04].

Nach [GZ09a|] existieren die Zustdnde a’ (f)1),; die Bedingung (II1.2) aus [BFP0T7a]

benétigen wir dazu nicht. Auch das Ausschlieflen der Vorwértsstreuung, (f;, hj) = 0Vi, 5,
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ist bei uns unnotig.

5.1. Duhamel-Entwicklung des Propagators

In diesem Unterkapitel wollen wir die Duhamel-Entwicklung des Propagators e #Hat

nach Propagatoren e~*0! und dem Wechselwirkungsoperator W, := H, — Hq, D(W,) =
D(H,) = D(Hy) zeigen. Wir fiigen dabei Resolventen R, := (H, +i)~! an, damit in
der Entwicklung nur beschrinkte Operatoren W, R, statt unbeschrankter Operatoren
W, auftreten.

Mit Rg := (Ho + i)~ ! gilt fiir alle n € N die Entwicklung

n—1
Ry = Ro(~WaRo) + Ra(—WaRo)". (5.1)
§=0
Es ist |W,Rol| = O(a®/?) fiir @ — 0 (siche den Beweis von Proposition A.3 in [GZ09b]).

Satz 5.1.1 (Duhamel-Entwicklung). Es ezistiert ag > 0, sodass fir o € (0,q) gilt:
Die Operatoren Wr(t) = e "ot (—iW,R,)et 0! sind fiir alle t € R beschrinkt mit
|[Wr(t)|| = [Wgr(0)| = O(a®/?) fir a — 0. Fir alle n € N ist

eszatRZ — eszotRZ

n—1 . t t
+Z/ dtl/ dtg.../ dty, Wr(t1)Wg(ta) - - - Wg(ty)e ot gr=Fk
k=10 t1

tk—1
t t t ,
+ / dtq / dty . .. / dt, Wr(t1)Wrg(te)--- WR(tn)eleo‘t. (5.2)
0 31 tn-1

Beweis. Sei ¢ € H, dann ist R € D(H,) = D(Hy). Also ist e *Hose=iHa(t=s) pny,
beziglich s differenzierbar. Es gilt also auf jedes ¢ € H angewandt:

t
(efiHot o efiHat) RZ :/ i (efiHQSefiHa(tfs)) RZdS
0 dS
t
:/ e*iHOSi(HOC —HO)Rae*iH“(t*S)Rgflds.
0
Wir schreiben diese Gleichung als

t
e—ZHatRZ — e—’LHQtRZ + / dS e_ZHOS(—’l:WaRa)e_ZHa(t_S)Rg_l
0

und setzen die Gleichung iterativ in sich selbst ein.

Zur Abschétzung der Operatornorm: Wir setzen in —WyR, ein und wahlen
ap so, dass [|[W,Rp|| < 1 fir alle & < «ag. Wir nehmen den Limes n — oo (nach
dem Graphensatz ist W,R, beschrankt, im Limes verschwindet also der Restterm,
—WoRa(—W4oRp)® — 0) und erhalten —W,R, = Z;’;l(—WaRo)j. Da ||[WoRy| =
O(a?/?) kénnen wir daran ablesen, dass |[W,Rq| = O(a®/?). O
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5.2. Entwicklung der Streuamplituden

Wir zitieren die Entwicklung von Grundzustand und Grundzustandsenergie nach der
Feinstrukturkonstante o aus der Arbeit von Bach et al.

Satz 5.2.1 (Grundzustandsentwicklung [BEP0G] [BEPO7D).
e Sei N e N und N > 3.

Dann ezistiert ag > 0, sodass fir alle a € (0,a9) die Grundzustandsenergie E,
und der Grundzustand v, Entwicklungen folgender Form haben:

N

Eo =Y eala)ad +o(a") (5.3)
o

Yo =Y di(@)a? +o(a), (5.4)
=0

mit Koeffizienten ¢;(a) € R, ¢;(a) € H welche fiir alle | > 3 und fiir alle § > 0
erfillen:
lmgﬂamﬂ=& h%a%@mM:O. (5.5)

Auflerdem ist eo(a) = Ey und ¢o(a) = g, sowie ¢j(a) = 0 und () = 0 fiir
I =1,2. Jeder Koeffizient ¢;(«), ¢1() ldsst sich durch endlich viele (konvergente)
Integrale berechnen.

e Fir alle N € N ezistiert ag > 0, sodass fir alle a € (0,a9) und M € N eine
Entwicklung der folgenden Form existiert (mit berechenbaren Koeffizienten):

N
(By+ )M = ZEM,l(a)al +0(a™),
1=0

mit o®|epr ()| — 0 (o — 0) fir alle § > 0 und alle I.

Beweis. Die Entwicklungen von E, und 1, sind unter Umbenennung der Koeffizienten
aus [BEP06] [BFPO7D| tibernommen.

Fiir die Entwicklung von (E, + )™ setzen wir diese Entwicklungen ein und multipli-
zieren aus. O

Gleichung steht in Zusammenhang mit dem méglichen Auftreten von sogenann-
ten Infrarot-Logarithmen log(1/a). So sind auch E, und v, bei oo = 0 nicht analytisch,
eine einfache Taylor-Entwicklung ist nicht moglich.

Wir kénnten auch Entwicklungen wie in [HH10] verwenden. Fiir diese muss das Poten-
tial rotationssymmetrisch sein, dafiir sind konvergente Reihen mit bzgl. a beschrankten
Koeflizienten moglich.

Weiter zitieren wir die Abschétzung der Konvergenz gegen die asymptotischen Er-
zeuger aus [GZ09b, Prop. 3.5]. (Unter Verzicht auf die Kontrolle der a-Abhéngigkeit
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haben wir dieses Ergebnis bereits in Lemma zitiert.) Hier ist wichtig, dass k eine
C*°-Funktion ist, da der Beweis die Methode der stationdren Phase verwendet.
Wir schreiben a} (h,) = e'feta*(h,)e et

Satz 5.2.2 (Konvergenzgeschwindigkeit [GZ09b, Prop. 3.5]). Sei h = (hi,...hy) €
(L2(R3 x {1,2}))™ und eh; € C§°(R3\ {0}; C3) fiir alle j =1,...m. Sein € N.

Dann existiert ein og > 0 und eine Konstante C = C(n, h), sodass fir alle o € (0, ag)
und t > 0 gilt:

I} (B — a (he)vall < a3
Dies gilt genauso firt <0, falls a* (h) verwendet wird.

Wir fithren nun die Entwicklung von Streuamplituden {(a% (f)ta,a* (h)1a) nach o
durch. Der Trick ist, dass die asymptotischen Erzeuger durch af (h,) mit t = +a~° ersetzt
werden konnen, wobei nur ein Fehler beliebig hoher Ordnung von « entsteht. Dadurch
sind die Integrationsgrenzen in der Duhamel-Entwicklung durch a=¢ beschrankt und der
Fehlerterm der Duhamel-Entwicklung ist somit abschéatzbar.

Theorem 5.2.3 (Entwicklung von Rayleigh-Streuamplituden). Seien die Voraussetzun-
gen an 'V und k vom Kapitelanfang erfillt und sei H, gemdf definiert.

Sei b = (hi,...hp,) € (L*(R3 x {1,2}))™" und eh; € C§°(R3\ {0};C?) fiir alle j =
1,...my, sei weiter f = (f1,... fm;) € (L*(R x {1, 21H))"™ und ef; € C§°(R3\ {0}; C?)
fir alle j =1,...my.

Dann existiert fiir jedes n € N eine Entwicklung

n+1

e~ B2 (G (b, at Zsl a)a! +o(a") (o= 0 und o £0), (5.6)
sodass fiir alle 1 > 1 und alle 6 > 0 fiir die Koeffizienten gilt

AO|S(a)] =0 (a0 — 0). (5.7)

Um die Koeffizienten explizit anzugeben, definieren wir Wg, (t) := e~ "0t (W, Ry )etHot
und Wg, = Wg,(0); dann ist

n+1 n n+1 n+l n n
n+1
Sila) = > SIYEID IR 3D I SR S5 SETHNND DR
p=0 p 1=1 lp=1k=0 j1=1 Jr=17r1=0 T’n+1+mf+mh—k:0
2(n+1) 2(n+1) —1/2

<SS e [

2o~
dty--- / dth
ma=0 mp=0 th—1

Ji —iHp2a~1/2
(HROWR> Fooaémala (HWRO ) y
n+1+mf+mh—k

x H RoWrp, | a*(B” W 1/2)¢m3( a)). (5.8)

i:mf+1
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Die ¢pm() und die e(p,l, a) := 5n+1+mf+mh,p7l(a) sind die Koeffizienten der Entwick-

lung aus Satz|5.2.1. Es ist |Wg, ()| = [|Wr,|| = O(c?/?).

Bemerkung: Aus (5.8) lassen sich noch die a-Potenzen vor die Koeffizienten ziehen.
Insbesondere konnen wir W, = o/22p - A(ax) + o A(ax)? einsetzen und die Potenzen
sortieren.

Beweis. (Einige Abschétzungen haben wir in Lemma gesammelt. Wir verwenden
diese im folgenden Beweis kommentarlos zur Abschétzung der Fehlerterme.)

Zuerst fiigen wir N :=n + 1+ my + m;, Resolventen ein:

(@ (Ha, a* (W)a) = (@’ (Ha, (Ha +1) N (Ha + )N a* (h)1ha) -

Wir kommutieren (H,+i)" an a* (h) vorbei (siehe Lemma . Die dabei auftretenden
Summen iiber p und iiber die [;, ¢ = 1,...p, sowie die C- Koefﬁmenten werden aus dem
Skalarprodukt gezogen und es verbleibt im Skalarprodukt

(@4 (e, RYa (W) ). (5.9)

Den Ausdruck (5.9)) approximieren wir durch <a;5k (f)¥as RNa* (7l17 )¢a> wobei nach

Satz|5.2.2 der Fehler durch o?/? ﬁ(' t|)n mit beliebigem 7 € N beschrankt ist. Wir wahlen

t =a 12 und # = 2n — 1, dann wird der Fehler O(a™*1).

Wir haben somit

N
(G (e (Ba) = 3 (N ) VPSS s o), (5.10)

p=0 =1 lp=1

T

ol —iH,a—1/2 —iH.,20-1/2 I, .
mit ST = (a*(f, ) oo P, RY T 20T g gty ettoa g

Wir zichen Resolventen Ry’ aus dem zweiten ins erste Argument des Skalarprodukts

und setzen dann fiir den Propagator e~iHa2071 gie Duhamel-Entwicklung aus Satz
E.1.T] ein:
! ! o m 2o~ 20~1/2
Slg = et Ryt (f %72/ /t dtyWr(t1) - - Wr(tg) x
k—1

% e—iHQQOé RZ—H_k—tha*(ﬁlj’ o, wa> —I-O n—l—l)

Als néchsten Schritt entwickeln wir die Resolventen R, geméf (5.1)) (auch jene in den
Wg(t;)), wobei wir die Summanden, welche einen Fehlerterm R, (— WoéRo)”Jrl enthalten
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in O(a™*!) absorbieren. Wir erhalten

l1,...1 —1/2 n+1 n+l  .9a—1/2 9q-1/2
Sal:;/g: ¢ifa20 Z Z Z Z 2/ 1/ dty, x

=0 Tati—ktmptm,=01=1 =1 tr—1

my
« < (H ROWE}> a“*(fa—l/Q)woﬂ (H WRO (tl)j’> e—iHQQorl/zx

i=1 i=1
n+1—k+mf+mh
i l
X H RUWIQIO a (7_17 —1/2)¢a> + O( n+1)- (5.11)
i:mf-l—l

Als néchstes fithren wir die Entwicklung des Grundzustandes in den Matrixelementen

(5.11)) und der Grundzustandsenergie in ([5.10|) durch.

Vor dem Grundzustand im zweiten Argument des Skalarprodukts steht der Operator

(Hﬁgﬁhl ROw}%) a*(ﬁl_l;';lf /») und analog mit f im ersten Argument des Skalarpro-

dukts. Dies sind nach beschrinkte Operatoren, wir kénnen also die Entwicklung
des Grundzustandes aus Satz [5.2.9] ohne Diskussion von Definitionsbereichen einsetzen.
(Wir verwenden o(a™*!) ¢ O(a™t1).)

Wir entwickeln (E,, + )" 1M m=P wie in Satz Dies liefert die Summe aus
(5-6). Wegen O(a™!) C o(a™) ist damit die Entwicklungsformel gezeigt.

Zum Beweis von (5.7) verwenden wir, dass (H?lgﬁhl R W”) (ﬁl_l’c;';lf /») (und der

analoge Operator mit f) geméf (5.14) beschrankt sind, und o Olent1em smp—pi(@)] =0
und || (a)||a™? < C mit a-unabhingigem C = C,, (fiir alle m > 0). O

Mit und haben wir eine Entwicklung analog der von [BEP0T7a] konstruiert,
unsere Konstruktion ist jedoch deutlich einfacher, da wir ohne Reduktionsformel aus-
kommen. In physikalischen Grolen wie z. B. Wirkungsquerschnitten fallt die konstante
Phase e—#E2a /2 typischerweise weg, da nur das Betragsquadrat der Amplitude eingeht.

Wir merken zu Theorem an, dass viele der Summanden in in O(a™t)
schon weggelassen werden konnen. Man sieht durch Z&hlen der a-Potenzen (beachte
|[Wr,(t)|| = O(a?/?)) leicht, dass die oberen Schranken der Summen wie folgt verkleinert
werden konnen: Sei Ny = 2(n+ 1 — 1) — 3k und M}, die grofite ganze Zahl kleiner-gleich
Ny /3, dann geniigt es in S;(«) zu summieren iiber

n My Moy My

Zi: Zi:k Sy Z i Z

=051=1 Jk=171=0 Trt14m ptmy —k=1ma=0mp=0

3
IIMJr
)

und hierin sind auch nur Summanden mit 2l +mgq +mp+3(1+ -+ jx +r1 + -+
Tt ltmp+m,—k) < 2(n+ 1) mitzunehmen.
Die folgenden Abschétzungen wurden in diesem Kapitel verwendet.

Lemma 5.2.4. Sei f= (f1,... fm) mitef; € C°(R3\ {0};C3) fiir allei=1,...m

60



e Es existiert ein ag > 0 und ein C = C(f), sodass fir alle a € [0, o] und allet € R

la3 (Nall <O, lla*(f)dall = llag (f)ball < C. (5.12)
Es ist ||Ra|| <1 fiir alle o > 0.

o FEs ist fiir jede Abfolge von Erzeugern und Vernichtern fiir o — 0

”a#(f:ta—l/z)ROW;{lo to ROW;{?H = O(Oﬂ(]ﬁ_ +]m)) (5.13)
und
1RoW, - RoWga* ()l = lla(fim) - a(fO)RoWEy - RaWR . (5.14)

Beweis. o Fiir (5.12) siehe [GZ09b] Lemma A.1 und Lemma A.4. Die Abschitzung
der Resolvente ist mit dem Spektralsatz trivial.

o Seien Operatoren A und B gegeben, dann definieren wir ad’y(B) rekursiv durch
ad%(B) := B und ad’j(B) := [A,ad’; '(B)]. Zunichst zeigen wir, dass fiir alle
leNund j > 1 gilt

adly, (WaRo)) = O(a¥/?). (5.15)

Dazu halten wir [ fest und fithren eine Induktion in j aus, wobei wir Gl. (72) aus
[FGSOI] verwenden, sowie explizit W, = o*/?2p - A(azx) + a®A(az)? und dass
wegen k € S(R?) gilt ||w*Gyg|. < oo fiir alle k € N.

Zum Beweis von Gleichung (5.13)): Sei f = (f1,... fm). Es ist mit a-unabhéngiger
Konstante C = C()

m

(£, 1) [T RoWaRoY = a¥ (f, 1)) (Hi + 1) (Hr + 1)™ [ [ Ro(WaRo)".
=1 in Operatornorm < C' =

Wir zeigen (Ht+ 1)™ [[1%, Ro(WaRo)? = O(a%(j1+"'+jm)) durch Induktion in m.

Induktionsanfang: Fiir m = 1 haben wir (Hy + 1)Ro(W,Ro)’'. Nach dem Gra-
phensatz ist H;Ro beschriinkt. Mit ||[W, Ryl = O(a3/?) ist die Aussage bewiesen.

Induktionsschritt auf m: Es ist

(Hy+ 1)™ [ [ Ro(WaRo)" = (Hg + 1)Ro(Hy + 1)™ " (WaRo)™ [ [ Ro(WaRo)
i=1 — i=2

Il <c
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und weiter

(Hy+ 1)™ ' (WaRo)* [ [ Ro(WaRo)”
=2

= (WaRo)" (He+ 1)™ ' ] Ro(WaRo)” + [(Hy + 1), (WaRo)" ] [ [ Ro(WaRo)”
N—_——

= O(a371/2) =2 [FGSO01l Gl. (71)] anwenden =2
Induktionsannahme anwenden
5, . m—1 . m ‘
= O(a20 - m)) £ 3" adly (WoRo)™) (He+ 1) ] Ro(WaRo)" .
=1 =2

O(aBi1/2 h (5.15)

(e ) vac Induktionsannahme anwenden
Gleichung (5.14) folgt jetzt aus der Gleichung || B*|| = || B|| fiir die Operatornorm.
O

Zum Einfiigen der Resolventen im Beweis von Theorem haben wir das folgende
Lemma verwendet.

Lemma 5.2.5. Seien m,n € N. Sei h = (h1, ... hy) mitw™h; € L*(R3x {1,2}) fiir alle
N =0,...nund alle j = 1,...m. Wir definieren pliele = (hiy...,why ... hy), d.h.
fiir jedes hochgestellte 1 ist an Stelle l; in h der Operator w anzuwenden (falls mehrere
l; tibereinstimmen, so tritt w dort in entsprechender Potenz auf).

Dann ist

n

(Ho + )" al(h)da =) (Z) (B4 7y 3 > k().

p=0 L=llo=1  I,=1

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion in n unter Verwendung des
Kommutators [Hy,ak (hj)] = aX(wh;) und der Kommutatoridentitét (2.4) sowie der

Beziehung (;) + (pfl) = (";1). O
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6. Zeitabhangige Schranke fiir die
Photonenzahl

In diesem Kapitel zeigen wir ein Ergebnis etwas abseits der Hauptlinie der Arbeit. Da
wir keine Stérungsentwicklung vorhaben, verwenden wir H = (p+ A(x))?> + V + H ¥
gemaf Gl. mit o = 1.

Wir wollen im folgenden eine Abschétzung fiir die Anzahl der Photonen geben, die
in einem gebundenen Zustand im Laufe der Zeit entstehen konnen. (Als gebundenen

Zustand verstehen wir einen Zustand der energetisch unterhalb der Ionisierungsschwelle
¥ liegt.)

Voraussetzungen. Sei V infinitesimal beschrinkt bzgl. —A und sei V € L? (R%R).

loc

Mit diesen Voraussetzungen koénnen wir die exponentielle raumliche Lokalisierung
gebundener Zustdnde [Gri04] benutzen, um x-abhéngige Terme aus dem Pauli-Fierz-
transformierten Hamilton-Operator zu kontrollieren. Die Voraussetzungen lassen insbe-
sondere das Coulomb-Potential zu.

Der Beweis wiirde auch analog ohne Pauli-Fierz-Transformation funktionieren (und
dann weniger Aufwand erfordern), wiirde dann aber nur t2/3 statt t2/° in Abschéitzung
liefern.

Wir verwenden die Notation (x) = v/1 + 2. Einige Abschitzungen haben wir nach
Lemma und Lemma [6.3] ausgelagert.

Theorem 6.1. Sei H = (p+ A(x))> +V + Hy. Das Potential V' erfiille oben genannte
Voraussetzungen. Sei ¥ die Ionisierungsschwelle und 3 > 0, A € R mit A + 32 < .
Sei ) € x(H < \)YH und ¢ € D(N). Sei 1y := e~} und es gelte fiir den UV-Cutoff
esssup Kk < 00.

Dann existiert ein C > 0, sodass fiir alle t > 0 gilt:

(e, Noy) < C(1+2/5), (6.1)

Beweis. Wir teilen den Anzahloperator zeitabhingig nach hochenergetischen und nie-
derenergetischen Photonen auf. Sei dazu yo : [0,00) — [0, 1] eine glatte Funktion, die
auf [0, 1] identisch 1 ist, auf [2,00) identisch 0 und dazwischen monoton fallend. Sei
Xoo = 1 — X0. Setze x0.:(k) := xo(|kt®]) und xoot(k) := Xoo(|kt’|), wobei § € (0,2/3)
am Beweisende optimal gewahlt wird.

Wir teilen auf N = dI'(1) = dI'(xo0,) + dI' (Xoo,t)-

Abschétzung des hochenergetischen Anteils:

Da Yoot(k) < |K[t?Xoot(k) gilt nach Lemma
(W1, AT (Xoo,t)0e) < 0 by, AT (w)er) = 7 (4br, Hpiby) .

63



Weil Hy(H +1i)~! nach dem Graphensatz beschréinkt ist erhalten wir eine zeitunabhéin-
gige Abschatzung fiir (1, H1y). Somit

(1, AT (Yoo, )¥1) < CH. (6.2)

Abschitzung des niederenergetischen Anteils:
Die Idee besteht darin, den Erwartungswert als Integral {iber die Ableitung zu schreiben
und diese abzuschitzen. Durch die Pauli-Fierz-Transformation U := €*40) wird die
Abschétzung verbessert.

Offenbar gilt (¢, dT(x0.¢)¢e) = (1, UdD (x0)U*y) fir ¢ := Utpy. Wir berechnen
UdI'(xo,)U* durch Entwicklung nach Kommutatoren:

UdI'(x0,t)U" = dI'(xo0,t) + [iz - A(0),dI(xo,¢)] + %[ifﬂ - A(0), [iz - A(0),dI'(x0,t)]]
= dl(x0,t) — V2¢(ix0,4Go) - & + [l y/X0:2 - Gol[72 (s ap) - (6.3)

(Der letzte Summand ist dabei als Multiplikationsoperator bzgl. @ aufzufassen; ins-
besondere vertauscht er mit iz - A(0), weshalb die Kommutatorentwicklung nach die-
sem Summand abbricht. Bei der Berechnung des Doppelkommutators wurde verwen-
det [¢(G07j),¢(iX07tG07l)] = ¢Im <G0,j;7;X0,tG0,l> = 7:<\/XT,1€GO,]'7\/XT¢GO,Z>7 fur j,0 =
1,2,3.) Wir erhalten damit

td
0 < (AP (xo ) = (05, A0 C00)5) + [ o (W00 ds (64

+ V2, —x - ¢(ix0.Go)¥}) (6.5)
+ (Y1, [ly/Xozx - Gol 1) - (6.6)

Esist (¢, dT(x0,0)%4) = (o, U*dT (x0,0)Utbo). Wir rechnen U*dI'(x0,0)U analog zu (6.3))
aus. Mit dI'(xo,0) = dI'(1) = N und ¢y € D(N) sehen wir dann (¢, dT'(x0,0)%0) < 00.
Wir schétzen im Folgenden die anderen drei Summanden ab.

Abschétzung von : Es ist

) 2
(W1 I/ - GolPup)] = | Ilv/Xoza - Golle™ 4w = [lly/xoaz - Gollu||

2
< ||Ivgae - Golle™=| lePlx(E < NI ]

Die Norm des Multiplikationsoperators schitzen wir durch das Supremum ab:

HII\/xT,tm : Golle‘ﬁ"’""H < sup | |/xoz@ - Goll | < C sup |17l < oo.
TER? e ——rt xCR3
< Cle| (Lm.[6.3)

Damit erhalten wir fiir eine zeitunabhéngige obere Schranke.
Abschétzung von (6.5)): Es ist

3
(05, = - B(ix0.Go) )| <D llwshll 6 (ixoGo )il

j=1
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Da U mit x, vertauscht ist |zx}|| = ||zkie||, was sich mittels des exponentiellen Abfalls
zeitunabhéngig abschétzen lasst. Zur Abschétzung des zweiten Faktors verwenden wir
Lemma [6.2l und erhalten

6(ix0.4Go )il < llé(ix0Gog)vell + V2II(Go, x0.4Go,)| - V|

3
< Ollx0Golloll(Hy + D)2l + D~ V20(Go ks x0,4Go )l
k=1

Da (Hy + 1)(H +i)~! beschrénkt ist, finden wir eine zeitunabhéingige obere Schranke
fiir ||[(Hy + 1)Y24||. Weiter sind |x0+Go,jllw und [(Gok X0+Go,j)| geméif Lemma
beide < C'. Wir haben also auch fiir den Summanden eine zeitunabhéngige obere
Schranke.

Abschéatzung des Integrals aus ((6.4)):

Mit o, = Up, = e "5l H' := UHU* erhalten wir

d Mos, s
= (D (x0. )W) = (¥, [H' AT (o, )J4) + (4, dD( 5220,

Da ds5x0,s < 0 ist nach Lemma auch (¢, dl“(ags”s)z/fg < 0, es bleibt der Kommu-

tatorbeitrag abzuschitzen. Der Pauli-Fierz-transformierte Hamilton-Operator ist (vgl.
[HS95] und [A;(z), A;(y)] = 0; dies folgt aus x(—k) = (k) und Y 3_; e(k, Nic(k, \); =
P(k)ij = P(=k)ij)

H' = (p+ A(z) — A(0))? + - E(0) + Hy + (V + cx?),

mit ¢ > 0 und E(0) = —¢(iwGop) dem elektrischen Feld. Wir berechnen [iH’, dI'(xo,s)]
explizit und verwenden dann Cauchy-Schwarz:

3
(W, [iH AT (x0,)J¢5)] < Y 2)(p+ ¢(Ga — Go); YLl (16 (ixo0,s(Ga — Go)); L |
j=1
3
+ 3 Ml ¢ 0xo,swGo i )Whll- (6.7)
j=1

Wir schétzen im Folgenden die Faktoren dieser Abschétzung einzeln weiter ab. Mittels
Lemma [6.2 haben wir:

[6(ix0,s(Gz — Go)) ¥l < [|6(ix0,s(Gz — Go)) s (6.8)
3
+ D HGokix0.s(Gaj — Go))|akts|| - (6.9)
k=1
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Fiir den ersten Summanden haben wir folgende Abschétzung:

16(ix0.5(Ga — Go))j¥s||* = /d3w |6(ix0,s (G — Go))je 7=/ 12y, () |

< / Bz ¢ |[xo Gy — Go)I I(H; +1)Y/2e5/2y, ()2
< C{z)s—3% (Lm.[6.3)
<o [ M (a) |+ 1) @)
—_——
<C
< 05—35 ”6,6’|:1:|/2(Hf + 1)1/2¢)8H2 < 05—36.

< llePlels ||| (Hp+1)ws|| < €

Den zweiten Summanden schatzen wir mittels Lemma ab:

I (Goerixs (G — Gag)) |ratse]l < HuGo,kug X0 (Ging — Goy) ol i

< Cs=3/2(a)

< 5~02C) Go gz || (@) [ale™ 2! el | < €577,

Wir kommen nun zum Term [|¢(x0,swGo,;)4|| aus (6.7). Mit Lemma [6.2)sieht man, dass
nur die 2-Norm und die w-Norm von xg swGo ; abzuschétzen bleiben. Mittels Lemma

folgt daher
l6(x0,5wGo )Vl < Cs™/2.

Es verbleibt von (/6.7) noch abzuschétzen (hier wurde wieder Lemma verwendet):
(P + ¢(Ge — Go)); Uil < [Ipjibsll + 19(Gaj — Goj)¥s|l + [{Go, Gaj — Go)| - 2]

Um ||p;¢%|| abzuschétzen verwenden wir, dass U*p;U = p; + A;(0), dass pf(H +i4)7t
nach dem Graphensatz beschrénkt ist sowie Lemma Fir |[¢(Gg,j — Go,j)¥s| und
I1{Go, Gx,j — Go,j)| - ®1s|| finden wir unter Verwendung des exponentiellen Abfalls eine
zeitunabhéngige obere Schranke. Somit

[(p + 6(Ga — Go)); ]| < C.

Damit ist der Integrand aus (6.4)) fertig abgeschétzt.

Durch Zusammensetzen der Abschéatzungen und Ausfithren der Integration iiber s
(hier geht § < 2/3 ein) finden wir

(1hy, Napy) < C(1 + 10 4 £1739/2),
Die Abschiitzung wird optimal fiir § = 2/5. O

Im folgenden Lemma fiihren wir einige Abschéitzungen zum vorigen Theorem auf.
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Lemma 6.2. 1. Sei f € L2(R? x {1,2}) und s = e sy mit v € D(H) und
¥ € D(N). Dann ist

o(f)e ™A@y || < [lo(f)vsll + V2I[[{Go, )| - zs]l. (6.10)

2. Seien g1 und ga Lebesgue-messbare Funktionen R? — R mit 0 < g1 < go. Seien
dl'(g1) und dI'(g1) die zweitquantisierten Operatoren zu den Multiplikationsopera-
toren g1 und go. Dann ist D(dl'(g2)) C D(dl'(g1)) und

(1, dl (1)) < (¥, dU(g2)¥) (6.11)
fiir alle ¢» € D(dI'(g2)).

3. Sei g : R® — R messbar und g < 0. Dann gilt (1, dU(g)) < 0 fiir alle ¢ €
D(dI'(g))-
Beweis. 1. Sei U = A0 Wir stellen fest, dass ||¢(f)U| = |U*6(f)Ur| und
berechnen U*¢(f)U durch Entwicklung nach Kommutatoren.

2. Sei k = (k1,...ky,) € R% und (™ € L?(R?"), dem n-Teilchen-Unterraum. Es ist

\Z (ki)™ (K Zgl [ (K)2 <D gan) ™ (k).
=1

Damit ist klar, dass D(dF(gg)) C D(dT'(g1)). Fur die Ungleichung schreiben wir
das Skalarprodukt als

(¢, d0(g1)y Z/d3k1 - &Pk, ) 291 );

nun ist die Ungleichung offensichtlich.
3. Diese Ungleichung wird genau wie die vorige nachgerechnet. O
Es folgen noch die angekiindigten Norm-Abschitzungen. Hier ist x/\/w € L2(R3)
wichtig.

Lemma 6.3. Seiesssupk < oo und xo. definiert wie im Beweis von Theorem . Sei
Il = I'lle oder ||-|| = ||-]l2. Dann existieren Konstanten C > 0, sodass die folgenden
Abschdtzungen fir alle t > 0 und alle s > 0 gelten:

1. [0t - Goll2ms,ax) < Clz|.

2. |x0,tGoll < C, insbesondere |<G0,k,X0,tG0,j>L2’ <C.
3. x0.s(Gaj — Goy)ll < C (a) s739/2,

4 |Ix0,swGo || < Cs™30/2,

Beweis. Durch Ausschreiben der Normen als Integrale und Ubergang zu Kugelkoordina-
ten verifiziert man diese Abschétzungen durch elementare Rechnung unter Verwendung
insbesondere folgender Eigenschaften: xo; < 1, suppxo: C [0, 2670, le~R® — 1| <
k|| O
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A. Zweite Quantisierung

A.1. Fockraum und Zweite Quantisierung

Wir erinnern hier kurz an die Definitionen von Fockraum, Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren und die zweite Quantisierung von Einteilchenoperatoren. Dieses Unterkapitel
ist an [HHO8] angelehnt. Detailliertere Einfiihrungen in die zweite Quantisierung bieten
z.B. [RS75] Section X.7] und [BR8I, Section 5.2.1].

Sei h ein Hilbertraum und ®™h = h ® - - - ® b das n-fache Tensorprodukt. Wir setzen
®%p := C. Auf ®"h definieren wir die orthogonale Projektion auf total-symmetrische
Tensoren via Summation iiber alle Permutationen durch

Sn(P1 @ P2 ® -+ @ pp) 1= ] Z Po(1) ® Po2) @+ @ Pg(n)-
oeSy

Der Hilbertraum -
F = @ Sn(®
n=0

heifit symmetrischer oder bosonischer Fockraum. Ein Vektor v € F ist eine Folge

(™ )nen mit ™ € F, und [[¢]|5F = 30w ™2 <
Das Skalarprodukt von F ist gegeben durch (¢, ) = ZZO:O <¢(”),w(”)>.
Der Vektor Q = (1,0,0,...) heiit Vakuum. Wir definieren den Unterraum

Fo={yveF: @Z)(") = 0 aufler fiir endlich viele n}.

Sei A ein Operator in h mit Definitionsbereich D(A). Der zweitquantisierte Operator
dI'(A) wird wie folgt definiert: Sei A(,) der Abschluss des Operators

ZJl@...@ﬂ@ A ®--01: Sp(®y,D(A4)) — "

Position k

(®a1g ist das algebraische Tensorprodukt, bestehend nur aus endlichen Linearkombina-
tionen von Elementartensoren). Dann setzen wir als Definitionsbereich

D(dL(A)) = {v € F : ¥ € D(A(,)) und D _[| 4™ < oo}

n=0

und definieren dI'(A) durch (dI'(A)y)™) = A(n)w("). Falls A selbstadjungiert ist, so ist
auch dI'(A) selbstadjungiert. Ein Beispiel ist der Anzahloperator N = dI'(1).
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Weiterhin bendtigen wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Fiir h € § definie-
ren wir den Erzeuger a*(h) durch

a*(h)p = Vn+1S,41h ® ¢ fiir p € S,(®"h),

weiten diese Definition auf F aus und nehmen den Abschluss. Dieser sei fortan ebenfalls
mit a*(h) bezeichnet. Der Vernichter a(h) wird als adjungierter Operator von a*(h)
definiert. Es gilt a(h)2 = 0 fiir alle h € h und

1 n
a(h)Sn(p1® -+ @ ¢p) = N D (@) Sn1(01 @ @ i1 ® i1 ® - @ pn).
=1

Wir definieren den Segal-Feldoperator ¢(h) als Abschluss des Operators %(a(h) +
a*(h)) auf Fy. Fiir alle h € b ist ¢(h) wesentlich-selbstadjungiert auf Fy. Die Weyl-
Operatoren sind definiert als die unitiren Operatoren W (h) := €*(®) und haben gegen-
iiber den Segal-Feldoperatoren den Vorteil beschrankt zu sein.

Seien g, h € h. Auf Fy gelten die kanonischen Kommutatorrelationen (CCR)

[a(g),a™ ()] = (g, h)y 1, [a(g),a(h)] = 0 = [a"(g),a"(h)].

Fiir die Segal-Feldoperatoren erhalten wir daraus [¢(g), #(h)] = iIm (g, h)y.

Falls A ein Operator auf b ist, so gilt [dI'(A),a*(g)] = a*(Ag) und [d['(b),a(g)] =
—a(A*g) (wenn g in D(A) bzw. D(A*) liegt). Ist A selbstadjungiert, so haben wir ferner
i[dI'(A), ¢(g)] = #(iAg).

A.2. Zur Definition des quantisierten Vektorpotentials

Wir erklédren in diesem Unterkapitel die Definition des quantisierten Vektorpotentials.
In der Einfithrung, Unterkapitel hatten wir das quantisierte Vektorpotential folgen-
dermaflen angegeben:

r(k)
V2Ik|

mit dem Hinweis, dass die x-Abhéngigkeit wie bei einem Multiplikationsoperator bzgl.
der Elektronkoordinate zu verstehen ist. Wir wollen hier prézise definieren, was darunter
zu verstehen ist.

Wir definieren einen isometrischen Isomorphismus L?(R3) ® F = L%(R3; F). Sei dazu
p®n € L*(R?) ® F ein Elementartensor. Fiir fast-alle & € R? ist

Alax) = a(Gy) + a*(Gz), Ga(k,\) = e(k, e ok (A1)

(e @n)(x) :=p(x)n € F.
=T

Der Isomorphismus ist die Ausdehnung von ¢ @ n — (& — ¢(x)n) auf H.
Wir kénnen also zu jedem ¢ € H = L*(R3) ® F fast-iiberall ein ¢(x) € F definieren.
Zu festem x € R? sind a(Gz) und a*(G4) als normale Vernichter und Erzeuger auf F
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definiert; x fungiert hier lediglich als Parameter einer Schar von Funktionen G : k —
G (k). Das quantisierte Vektorpotential definieren wir mittels des gerade definierten
Isomorphismus durch

(AY)(z) = (a(Gz) + 0’ (Gz)) (). (A.2)

Insbesondere ist der Operator A auf H = L?(R?) ® F definiert, nicht auf F alleine.

Die Schreibweise ist ein Missbrauch der Notation und meint eigentlich den
Operator definiert durch . Fiir praktische Rechnungen hat sich dieser Missbrauch
aber eingebiirgert. Tatséchlich wirkt z. B. der Impulsoperator auf die -Koordinate von
A = A(ax) als (schwache) Ableitung, siehe [HHO8, Lemma 13].

A.3. Notation

Wir geben noch einige Definitionen und Konventionen an. Bei der Bezeichnung von
Funktionenrdumen geben wir den Bildbereich nur an wenn er von C abweicht, z.B.
L*(R?) = L?(R3;C) fiir komplexwertige quadratintegrierbare Funktionen auf R3, aber
C§°(R3; C3) fiir C3-wertige Funktionen (hier beliebig oft differenzierbare Funktionen mit
kompaktem Tréger).

Fiir f,g € L*(R? x {1,2}) definieren wir das Skalarprodukt

2
(f,9) = Flk, Mgk, \)d*k.
o= % f T

Wir definieren
2 : 1 3k
= k,\)|? ——)d
1712 A};/rf( A (14 i)

und den Raum
LE(R x {1,2}) = {f € L*(R® x {1,2}) : | fIIZ, < oo},

welcher mit der Norm ||-||, ein normierter Raum wird. Offenbar ist ||f|l, > || fll2 =
V(f, f) und daher L2 (R3 x {1,2}) c L?(R? x {1,2}).

Stellenweise erlauben wir uns den Notationsmissbrauch eine Funktion f mit ihren
Werten f(k) zu bezeichnen; so meint auch z.B. || in manchem Kontext den Multipli-
kationsoperator mit dem Betrag der Elektronkoordinate und D(|x|) dessen Definitions-
bereich.

Sei f € L?(R3 x {1,2}), dann definieren wir ef € L?(R3; C?) durch

(ef)(k) == e(k,\) f(k,N). (A.3)

2
A=1

Die Abbildung f +— ef ist eine Isometrie.
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Um zu betonen welches Skalarprodukt bzw. welche Norm wir verwenden schreiben
wir manchmal [|¢[| = [[4)]|#, (g, ") = (g, 1) 12(gs) und @hnliches.

Die Fouriertransformation auf L? wird mit F bezeichnet, fiir die Fouriertransformierte
einer Funktion f schreiben wir auch f .

Wir verwenden das Symbol C oft mehrfach fiir endliche Konstanten verschiedenen
Wertes ohne weiter auf die Umdefinition hinzuweisen. Um zusdtzlich zu betonen von
welchen Parametern C' abhéngt schreiben wir manchmal C'(m,e), Cp, u. a.

Der Ausdruck +c.c. steht fiir das Komplex-konjugierte aller in der Klammer vorge-
henden Summanden, Beispiel: fiir ,y,z € Cist z(x +y+c.c.) =z(z +y+ 2+ y).

Wo sowohl ein Vernichter a als auch ein Erzeuger a* stehen kann schreiben wir a# als
Platzhalter. Seien h; € L?(R3 x {1,2}) fiir i = 1,...n, dann schreiben wir zur Verkiir-
zung der Notation h = (hq,...hy,) und a” (h) = a*(hy) - - - a* (hy) (worin sich Erzeuger
und Vernichter beliebig abwechseln kénnen), genauso fiir asymptotische Erzeuger und
Vernichter aﬁ (h).

Es sei w: D(w) C L?(R3 x {1,2}) — L*([R? x {1,2}) der Multiplikationsoperator mit
der Funktion w(k, \) = w(k) = |k|. Wir definieren

hy = (e"hy,...,e"*"h,) und a; (hy) = e/Matq? (ﬁt)e_iHat'
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