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1. Einführung

Die physikalische Erfahrung zeigt, dass angeregte Atome und Moleküle unter Emissi-
on von Photonen in ihren Grundzustand übergehen. In dieser Arbeit untersuchen wir
im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenelektrodynamik mathematisch rigoros die
Geschwindigkeit dieses Übergangs. Weitere Ergebnisse sind eine asymptotische Störungs-
entwicklung von Rayleigh-Streuamplituden frei von Infrarot-Divergenzen und eine nicht-
störungstheoretische Abschätzung der Anzahl durch (spontane) Emission erzeugter Pho-
tonen.

In diesem Kapitel erklären wir zunächst die nichtrelativistische Quantenelektrodyna-
mik, dann diskutieren wir die zentralen Fragestellungen dieser Arbeit und geben schließ-
lich einen Überblick über unsere Ergebnisse. Mathematische Grundlagen und unsere
Notation sind in Anhang A erklärt.

1.1. Das Modell: Nichtrelativistische Quantenelektrodynamik

Wir betrachten ein einzelnes Elektron ohne Spin mit nichtrelativistischer Dispersionsre-
lation gebunden an einen oder mehrere statische Atomkerne. Das Elektron wechselwirke
außerdem mit dem quantisierten elektromagnetischen Feld A in Coulomb-Eichung. Die-
ses System wird beschrieben durch den Hamilton-Operator [GZ09b]

Hα =
(
p + α3/2A(αx)

)2
+ V +Hf , (1.1)

wobei α ≥ 0 die Feinstrukturkonstante ist und Hf die Energie des quantisierten elek-
tromagnetischen Feldes. Durch die Coulomb-Eichung tritt das skalare Potential V ohne
Retardierung auf. Zur Diskussion der Einheitenwahl siehe z. B. [Gri06].

Der Hilbertraum des Systems ist H = Hel ⊗ F mit dem Raum der Ein-Elektron-
Zustände in Ortsdarstellung Hel = L2(R3) und dem symmetrischen (d. h. bosonischen)
Fockraum F über dem Hilbertraum L2(R3×{1, 2}) der Photonenzustände in Impulsdar-
stellung. Der Freiheitsgrad λ ∈ {1, 2} entspricht der Helizität des Photons. Wir heben
hervor, dass das Elektron in erster Quantisierung beschrieben ist.

Weiter ist p der Impulsoperator des Elektrons und Hf = dΓ(ω) die Feldenergie, mit
der Photondispersionsrelation ω(k) = |k| als Multiplikationsoperator. Das quantisierte
elektromagnetische Feld A(αx) ist gegeben durch

A(αx) = a(Gx) + a∗(Gx), mit Gx(k, λ) =
κ(k)√
2|k|

ε(k, λ)e−iαk·x. (1.2)
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Dabei sind für f ∈ L2(R3 × {1, 2}) die a(f) =
∑2

λ=1

∫
f(k, λ)a(k, λ)d3k Vernichtungs-

operatoren und die a∗(f) =
∑2

λ=1

∫
f(k, λ)a∗(k, λ)d3k Erzeugungsoperatoren mit den

kanonischen Kommutatorrelationen (CCR) in Distributions-Schreibweise

[a(k, λ), a∗(k′, λ′)] = δλ,λ′δ(k − k′), [a(k, λ), a(k′, λ′)] = 0 = [a∗(k, λ), a∗(k′, λ′)].

Die x-Abhängigkeit ist wie ein Multiplikationsoperator bezüglich der Elektronkoordinate
zu lesen; die strenge Definition ist im Anhang A.2 zu finden.

Die Funktion κ ist ein Ultraviolett-Cutoff. Wir machen für die ganze Arbeit folgende
Voraussetzungen an κ und ergänzen diese je nach Kapitel unterschiedlich:

Voraussetzungen. Es sei κ eine reellwertige rotationsinvariante Funktion mit∫ ∣∣∣∣ κ(k)√
ω(k)

∣∣∣∣2(1 +
1

ω(k)
)d3k <∞, d. h. κ√

ω
∈ L2

ω(R3).

Außerdem sei κ Borel-messbar und κ
√
ω ∈ L2(R3).

Dies sind keine starken Einschränkungen, denn z. B. ein beschränktes κ ∈ L2(R3) mit
κ = 1 auf einer Umgebung von k = 0 erfüllt κ/

√
ω ∈ L2

ω(R3). Wir benötigen keinen
Infrarot-Cutoff.

Die Vektoren ε(k, λ) ∈ R3 mit ε(k, λ) ⊥ k und ε(k, λ) · ε(k, µ) = δλ,µ (λ, µ ∈ {1, 2})
haben die Bedeutung transversaler Polarisationsvektoren. Die Polarisationsvektoren sei-
en als Funktionen von k Lebesgue-messbar. Es sei angemerkt, dass ein solches Vektorfeld
nach dem Satz vom Igel nicht stetig sein kann und wir Regularitätsforderungen daher
statt an f ∈ L2(R3 × {1, 2}) meist an εf (Definition siehe Gl. (A.3)) stellen müssen.

Falls V : R3 → R als Multiplikationsoperator infinitesimal beschränkt ist bzgl. −∆
(damit meinen wir „infinitesimally operator bounded“), so ist Hα mit Definitionsbereich
D(p2 + Hf ) ein selbstadjungierter Operator [HH08]. Darüber hinaus ist Hα dann we-
sentlich selbstadjungiert auf jedem definierenden Bereich von p2 + Hf . Außer für den
Harmonischen Oszillator (Kapitel 4) verwenden wir immer diese Definition des Hamilton-
Operators.

Einige Autoren definieren einen selbstadjungierten Hamilton-Operator über die Fried-
richserweiterung. Da ein wesentlich selbstadjungierter Operator genau eine selbstad-
jungierte Erweiterung besitzt, stimmt die Friedrichserweiterung mit der Definition von
Hasler und Herbst [HH08] überein.

Falls V− := max{−V, 0} bzgl. −∆ infinitesimal form-beschränkt, lim|x|→∞ V−(x) = 0
und inf σ(−∆+V ) ein negativer isolierter Eigenwert von Hel = −∆+V mit Vielfachheit 1
ist, dann ist Eα = inf σ(Hα) > −∞ ein Eigenwert des Hamilton-Operators Hα [GLL01].
Einen der normierten Eigenvektoren zu Eα nennen wir Grundzustand ψα. Im Falle α = 1
schreiben wir E = Eα und ψg = ψα.

Falls V = V+− V− mit V+ ∈ L1
loc(R3) und V− bzgl. −∆ infinitesimal form-beschränkt

ist, so ist der Eigenraum zum Eigenwert Eα eindimensional [Hir00], der Grundzustand
ψα also bis auf eine Phase eindeutig. (Hier gehen die Voraussetzungen an κ besonders
ein.)
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Um Multiplikationsoperatoren (Multiplikation mit einer Funktion der Elektronkoor-
dinate) abzuschätzen ist die exponentielle räumliche Lokalisierung des Grundzustandes
nützlich: für V ∈ L2

loc(R3) und V− bzgl. −∆ infinitesimal beschränkt fällt jeder ener-
getisch unterhalb der sogenannten Ionisierungsschwelle Σ liegende Zustand bzgl. der
Elektronkoordinate exponentiell ab, d. h. für λ + β2 < Σ ist ‖eβ|x|χ(H < λ)‖ < ∞
[Gri04].

Wir werden in jedem Kapitel die jeweils benötigten Voraussetzungen ans Potential
aufführen. Alle hier genannten Bedingungen an V werden z. B. vom Coulomb-Potential
einer endlichen Zahl statischer Kerne erfüllt.

Einen umfangreichen Überblick über Fragestellungen und Ergebnisse auf dem Gebiet
der nichtrelativistischen Quantenelektrodynamik bieten [Spo04] und [Gri06].

Solange wir α nicht als Parameter für eine Störungsentwicklung benötigen, werden wir
in dieser Arbeit den Hamilton-Operator (1.1) mit α = 1 betrachten und schreiben dafür
H = Hα.

1.2. Fragestellung: Relaxation in den Grundzustand
Sei ψ0 ∈ H = Hel ⊗ F ein Zustand eines Atoms oder Moleküls, dessen Gesamtenergie
nicht ausreicht, um das Elektron unendlich weit vom Kern zu entfernen, d. h. der Zustand
liege energetisch unterhalb der Ionisierungsschwelle [Gri04]

Σ := lim
R→∞

(
inf

ϕ∈DR,‖ϕ‖=1
〈ϕ,Hϕ〉

)
, mit DR := {ϕ ∈ D(H) : ϕ(x) = 0 für |x| < R}.

Wir vermuten durch die physikalische Beobachtung motiviert, dass ψ0 unter der Zeit-
entwicklung e−iHt in den Grundzustand übergeht, wobei Photonen emittiert werden,
welche sich für t→∞ in großem Abstand vom Atom befinden und sich näherungsweise
wechselwirkungsfrei ausbreiten. Durch ht = e−iωth wird die freie Zeitentwicklung eines
Photons im Zustand h ∈ L2

ω(R3 × {1, 2}) beschrieben. Mathematisch formuliert vermu-
ten wir daher, dass ψ0 sich als (evtl. unendliche) Linearkombination von Zuständen ψi,
i ∈ N \ {0}, schreiben lässt, für deren Zeitentwicklung gilt

‖e−iHtψi − a∗(hi1,t) · · · a∗(hini,t)e
−iEtψg‖ → 0 (t→∞) (1.3)

für geeignete Photonzustände hij ∈ L2(R3 × {1, 2}).
Die asymptotischen Erzeugungsoperatoren (und analog asymptotische Vernichtungs-

operatoren) sind gegeben durch

a∗+(h1) · · · a∗+(hn)ψ = lim
t→∞

eiHta∗(h1,t) · · · a∗(hn,t)e−iHtψ.

Dieser Limes existiert für h1, . . . hn ∈ L2
ω(R3×{1, 2}) und ψ aus einem spektralen Unter-

raum χ(H ≤ Emax)H mit einem beliebigen Emax < Σ + 1
4α2 [GZ09a]. Diese Bedingung
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heißt in unseren Einheiten, das Elektron ist auf Geschwindigkeiten strikt kleiner als
Lichtgeschwindigkeit eingeschränkt. Die asymptotischen Erzeuger und Vernichter bil-
den eine Darstellung der kanonischen Kommutatorrelationen (CCR) mit Vakuum ψg
[FGS02]. Für t→ −∞ erhalten wir analog asymptotische Erzeuger und Vernichter a∗−(h)
und a−(h).

Die Aussage „ψ0 ist unendliche Linearkombination von Zuständen, welche (1.3) erfül-
len“ ist äquivalent zu

ψ0 ∈ span{a∗+(h)ψg : h ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)n
, n ∈ N}. (1.4)

Die Vermutung, dass alle Zustände aus dem spektralen Unterraum χ(H < Σ)H im Sin-
ne von (1.4) in den Grundzustand übergehen, ist als Asymptotische Vollständigkeit der
Rayleigh-Streuung bekannt. Ein Beweis existiert unter Annahme eines Infrarots-Cutoffs
der Wechselwirkung von quantisiertem elektromagnetischem Feld und Elektronen oder
für positive Photonmasse [FGS02]; ferner für harmonisches Potential V (x) ∝ x2 [Ara83]
oder schwach gestörtes harmonisches Potential [Spo97].

Wir definieren die C∗-Algebra Ã der lokalisierten Observablen: Sei A die C∗-Algebra
erzeugt von allen endlichen Linearkombinationen von Weyl-Operatoren W (f) mit f ∈
L2(R3 × {1, 2}) und εf ∈ S(R3; C3). Sei Ã die C∗-Algebra erzeugt von den Operatoren
B ⊗A mit B ∈ L(Hel) und A ∈ A. Als Relaxation in den Grundzustand bezeichnen wir
die Konvergenz von Erwartungswerten gegen ihren Grundzustandswert, genauer [FGS01]

lim
t→∞

〈
e−iHtψ0, Ae

−iHtψ0

〉
= 〈ψg, Aψg〉 〈ψ0, ψ0〉 ∀A ∈ Ã. (1.5)

Hauptziel unserer Arbeit ist, die Konvergenzgeschwindigkeit von (1.3) und (1.5) zu
untersuchen.
Für Zustände ψ0 mit (1.4) beweisen wir, dass (1.5) im Wesentlichen schneller als jede
Potenz 1

1+|t|n konvergiert (Kapitel 2); im harmonischen Potential und mit Dipolapproxi-
mation beweisen wir für Resonanzen des harmonischen Oszillators exponentielle Konver-
genz von (1.3) bis auf einen Fehler in höherer Ordnung der Kopplungskonstante (Kapitel
4).

1.3. Übersicht über die Ergebnisse
Wir geben hier eine kurze Übersicht über die Arbeit. Zentrales Thema ist die Relaxati-
onsgeschwindigkeit angeregter Zustände eines Atoms.

In Kapitel 2 beschäftigen wir uns unter Annahme asymptotischer Vollständigkeit der
Rayleigh-Streuung mit der Konvergenzgeschwindigkeit von Erwartungswerten und eta-
blieren dafür mittels der Methode der stationären Phase ein Potenzgesetz als Antwort
auf die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit von (1.5). Dieses Resultat ist Theorem
2.2.12. Die Frage nach stärkeren Abschätzungen motiviert die Kapitel 3 und 4.

In Kapitel 3 diskutieren wir, ob sich die beim Übergang in den Grundzustand emittier-
ten Photonen in einer Weise klassifizieren lassen, sodass ähnlich der Perry-Abschätzung
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eine uniforme Konvergenzabschätzung möglich würde. Wir berechnen dazu das Matrix-
element für die Emission eines Photons in führender Ordnung der Feinstrukturkonstante.
Die Perry-Abschätzung können wir auf freie Photonen übertragen (Theorem 3.1.3), das
Matrixelement (Theorem 3.2.3) deutet aber darauf hin, dass die Anwendung auf Photo-
nenemission nicht aussichtsreich ist. Die Frage nach höheren Ordnungen einer Störungs-
entwicklung von Emissions- und Streuamplituden motiviert Kapitel 5.

In Kapitel 4 schränken wir uns auf den Fall eines harmonischen Potentials und Wech-
selwirkung in Dipolapproximation ein. In diesem Modell können wir die Heisenberg-
Gleichungen mittels Laplace-Transformation lösen und erhalten eine exponentielle Ab-
schätzung als Antwort auf die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit von (1.3).
Dieses Resultat ist Korollar 4.2.4.

In Kapitel 5 zeigen wir eine Störungsentwicklung von Rayleigh-Streuamplituden nach
der Feinstrukturkonstante ohne Infrarot-Divergenzen. Das Verfahren orientiert sich an
Ergebnissen von Bach, Fröhlich und Pizzo und ermöglicht gegenüber dem Vorgehen
aus Kapitel 3 Matrixelemente bis zu beliebiger Ordnung der Feinstrukturkonstante als
asymptotische Reihe zu entwickeln. Dieses Resultat ist Theorem 5.2.3 und der Beweis
vereinfacht das Vorgehen von Bach et al. deutlich.

Kapitel 6 liegt etwas abseits der Hauptlinie der Arbeit. Wir beweisen eine zeitab-
hängige Schranke für die Anzahl der von einem Atom emittierten Photonen. Der Be-
weis verwendet eine zeitabhängige Aufteilung in Photonen hoher und niedriger Energie;
da das Infrarot-Verhalten der Kopplung entscheidend für die erreichbare Schranke ist,
verwenden wir eine Pauli-Fierz-Transformation um das Ergebnis zu optimieren. Dieses
Resultat ist Theorem 6.1.

Anhang A fasst kurz die wichtigsten Definitionen der zweiten Quantisierung zusammen
und erläutert die Definition des quantisierten Vektorpotentials sowie unsere Notation.

7



8



2. Potenzgesetz für die Relaxation in den
Grundzustand

Wir verwenden in diesem Kapitel den Hamilton-Operator (1.1) für α = 1, d. h. H =
(p + A(x))2 + V +Hf . Wir betrachten Zustände

ψ0 ∈ span{a∗+(h)ψg : h ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)n
, n ∈ N}.

Es ist bekannt [FGS02], dass für ψ0 Relaxation in den Grundzustand ψg gilt, d. h.

lim
t→∞

〈
e−iHtψ0, Ae

−iHtψ0

〉
= 〈ψg, Aψg〉 〈ψ0, ψ0〉 ∀A ∈ Ã.

In diesem Kapitel beweisen wir eine explizite Abschätzung der Relaxation durch ein
Potenzgesetz beliebiger Ordnung m ∈ N:

|
〈
e−iHtψ0, Ae

−iHtψ0

〉
− 〈ψg, Aψg〉 〈ψ0, ψ0〉| ≤

Cm,ε
1 + |t|m

+ ε.

Dies ist die Aussage von Theorem 2.2.12.

2.1. Leitfaden für die Abschätzung
Zur Abschätzung der Relaxation in den Grundzustand orientieren wir uns am Kon-
vergenzbeweis wie in [FGS01] [FGS02] ausgeführt. Wir geben eine kurze Skizze dieses
Konvergenzbeweises als Leitfaden für unser Vorgehen bei der Abschätzung:

Der Zustand ψ0 kann in der Norm approximiert werden durch Linearkombinationen
von Vektoren der Form

ψ+ = a∗+(h1) · · · a∗+(hn)ψg = lim
t→∞

eiHta∗(h1,t) · · · a∗(hn,t)e−iHtψg.

Für solche Zustände erhält man

lim
t→∞

〈
e−iHtψ+, Ae

−iHtψ+

〉
= lim

t→∞

〈
e−i(H−E)tψ+, Ae

−i(H−E)tψ+

〉
= lim

t→∞
〈a∗(ht)ψg, Aa∗(ht)ψg〉 . (2.1)

Weiter zeigt man limt→∞ [a(ht), A] a∗(ht)ψg = 0 (hierfür ist wichtig, dass A eine lokali-
sierte Observable ist) und folgert damit aus (2.1)

lim
t→∞

〈
e−iHtψ+, Ae

−iHtψ+

〉
= lim

t→∞
〈A∗ψg, a(ht)a∗(ht)ψg〉 . (2.2)
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Ferner zeigt man limt→∞ a(ht)ψg = 0, damit folgt dann

lim
t→∞

a(ht)a
∗(ht)ψg = ψg lim

t→∞
〈ψg, a(ht)a∗(ht)ψg〉

= ψg lim
t→∞

〈a∗(ht)ψg, a∗(ht)ψg〉 = ψg 〈ψ+, ψ+〉 .
(2.3)

Aus (2.2) und (2.3) folgt dann die Relaxation in den Grundzustand.
Im folgenden Kapitel zeigen wir mittels der CCR und der Methode der stationären

Phase explizite Abschätzungen für die Teilschritte dieses Konvergenzargumentes und
setzen diese dann zu Theorem 2.2.12 zusammen.

2.2. Abschätzung der Relaxation durch ein Potenzgesetz
Wir machen für dieses Unterkapitel folgende Voraussetzungen.

Voraussetzungen. Es sei V infinitesimal beschränkt bezüglich −∆. Darüber hinaus sei
V so beschaffen, dass ein (bis auf eine Phase) eindeutiger Grundzustand ψg existiert und
dieser bzgl. der Elektronkoordinate x ∈ R3 so abfällt, dass ψg ∈ D(|x|n) für alle n ∈ N.

Außerdem sei κ ∈ S(R3).

Folgende Kommutatoridentität werden wir oft verwenden: Seien Ai, i = 1 . . . N , und
B Operatoren auf H. Überall, wo beide Seiten definiert sind, gilt:

[
N∏
i=1

Ai, B] =
N∑
i=1

A1 · · ·Ai−1[Ai, B]Ai+1 · · ·AN . (2.4)

Wir zitieren als folgendes Lemma einige Standardabschätzungen, welche wir auch in
späteren Kapiteln häufig benötigen. Insbesondere hier geht κ/

√
ω ∈ L2

ω(R3) ein. Das
Lemma zeigt insbesondere, dass wir auf den Grundzustand beliebig viele Erzeuger von
L2
ω-Zuständen anwenden können; daher sind auch die Rechnungen mit Kommutatoren

von Erzeugern und Vernichtern in diesem Kapitel problemlos durchführbar.

Lemma 2.2.1 ([GZ09a] [FGS01]).

1. Für alle n ∈ N ist der Operator Hn
f (H + i)−n beschränkt. Insbesondere liegt jeder

Eigenvektor von H in D(Hn
f ).

2. Für alle N ∈ N existiert eine Konstante C, sodass für alle h1, . . . hN ∈ L2
ω(R3 ×

{1, 2}) und alle l ∈ {1, . . . N} gilt:

‖a#(ht)(Hf + 1)−N/2‖ ≤ C

N∏
m=1

‖hm‖ω

‖a#(h1,t) · · · a#(hl−1,t)(p+A(x))a#(hl+1,t) · · · a#(hN,t)(H+i)−N‖ ≤ C

N∏
m=1
m6=l

‖hm‖ω.
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Das wichtigste Hilfsmittel in diesem Kapitel ist die Methode der stationären Phase:
Lemma 2.2.2 (Methode der stationären Phase [RS79, Theorem XI.14]). Sei ω ∈
C∞(Rm; R) und sei u ∈ C∞

0 (Rm). Sei G ⊂ Rm offen mit {∇ω(k) : k ∈ suppu} ⊂ G.
Dann existiert zu jedem n ∈ N eine Konstante C, sodass

|
∫

Rm

ei(k·x−ω(k)t)u(k)dk| ≤ C

1 + |t|n
∀x, t mit x/t /∈ G.

Die folgende Dichtheitseigenschaft ist nützlich, weil für Photonzustände g mit εg ∈
C∞

0 (R3 \ {0}; C3) die Methode der stationären Phase anwendbar ist.
Lemma 2.2.3. Sei f ∈ L2

ω(R3 × {1, 2}) und δ > 0. Dann existiert g ∈ L2
ω(R3 × {1, 2})

mit εg ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) und ‖f − g‖ω < δ.

Insbesondere ist der Raum der endlichen Linearkombinationen von Zuständen

a∗+(g)ψg mit g = (g1, . . . gn), n ∈ N und εgi ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) ∀i = 1 . . . n

dicht in span{a∗+(h)ψg : h ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)N
, N ∈ N}.

Beweis. Wir definieren F := f
√

1 + 1
ω . Nach Voraussetzung ist F ∈ L2(R3 × {1, 2}).

Wir haben εF ∈ L2(R3; C3). Es existiert G0 ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) ⊂ L2(R3; C3) mit

‖εF −G0‖L2(R3;C3) < δ.

Wir definieren die Projektion auf den transversalen Teil als 3×3-Matrix in Komponenten:

P (k)ij := δij −
kikj
|k|2

, i, j = 1, 2, 3,

und definieren G1(k) := P (k)G0(k). Eine kurze Rechnung zeigt P (k)εF (k) = εF (k)
(wie zu erwarten, da εF bereits transversal ist). Es folgt da |P (k)v|C3 ≤ |v|C3 für alle
v ∈ C3:

‖εF −G1‖ = ‖P (εF −G0)‖ ≤ ‖εF −G0‖ < δ.

Wir definieren G ∈ L2(R3 × {1, 2}) durch

G(k, λ) := 〈ε(k, λ),G1(k)〉C3 = ε(k, λ) ·G1(k), ∀λ ∈ {1, 2}, k ∈ R3.

Wir sehen, dass εG = G1 und definieren g := 1√
1+1/ω

G, somit erhalten wir

εg =
1√

1 + 1/ω
G1,

was in C∞
0 (R3 \ {0}; C3) liegt. G ist eine L2-Funktion, also ist g eine L2

ω-Funktion, und

‖f − g‖2
ω = ‖F −G‖2

L2(R3×{1,2}) = ‖εF −G1‖L2(R3;C3) < δ.

Für den Beweis des zweiten Teils des Lemmas verwenden wir, dass nach Lemma 2.2.1
via Einfügen von (Hf + 1)−N/2(Hf + 1)N/2 folgende Ungleichung gilt:

‖a∗+(h)ψg‖ = lim
t→∞

‖eiHta∗(ht)e−iEtψg‖ = lim
t→∞

‖a∗(ht)ψg‖ ≤ C

N∏
l=1

‖hl‖ω.
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In den folgenden Lemmata beweisen wir die Abschätzungen entsprechend der Teil-
schritte des in Kapitel 2.1 skizzierten Konvergenzbeweises. Die Lemmata werden am
Ende des Kapitels zu Theorem 2.2.12 zusammengesetzt.

Lemma 2.2.4. Seien fq, gν ∈ L2(R3 × {1, 2}) mit εfq, εgν ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) für alle

ν = 1 . . . l, q = 1 . . . p und sei n ∈ N.
Dann existiert eine Konstante C, so dass für alle t ∈ R gilt:

‖
[ l∏
ν=1

a(gν,t),
p∏
q=1

a∗(fq)
]
Ω‖ ≤ C

1 + |t|n
.

Beweis. Die Kommutatoridentität (2.4) liefert[ l∏
ν=1

a(gν,t),
p∏
q=1

a∗(fq)
]
Ω =

p∑
q=1

l∑
ν=1

a∗(f1) · · · a∗(fq−1)a(g1,t) · · · a(gν−1,t)×

× [a(gν,t), a∗(fq)]︸ ︷︷ ︸
= 〈gν,t,fq〉

a(gν+1,t) · · · a(gl,t)a∗(fq+1) · · · a∗(fp)Ω

und damit (der Hut ̂markiere einen ausgelassenen Faktor)

‖
[ l∏
ν=1

a(gν,t),
p∏
q=1

a∗(fq)
]
Ω‖ ≤

p∑
q=1

l∑
ν=1

|〈gν,t, fq〉|×

× ‖a∗(f1) · · · a∗(fq−1)a(g1,t) · · · â(gν,t) · · · a(gl,t)a∗(fq+1) · · · a∗(fp)Ω‖.

Unter Verwendung der Methode der stationären Phase haben wir | 〈gν,t, fq〉 | ≤ C
1+|t|n .

Unter Verwendung von ‖a∗(f)ϕ‖ ≤ ‖f‖‖
√
Nϕ‖ erhalten wir weiterhin

‖a∗(f1) · · · a∗(fq−1)a(g1,t) · · · â(gν,t) · · · a(gl,t)a∗(fq+1) · · · a∗(fp)Ω‖

≤ ‖f1‖ · · · ‖fq−1‖‖g1,t‖ · · · ‖̂gν,t‖ · · · ‖gl,t‖‖fq+1‖ · · · ‖fp‖
√

(p+ l)!,

und die L2-Norm ist zeitunabhängig: ‖gk,t‖ = ‖gk‖ für alle k = 1 . . . l.

Wir wollen als nächstes eine Abschätzung (Lemma 2.2.6) von ‖a(g
t
)ψg‖ beweisen. Das

Vorgehen orientiert sich am Beweis von Lemma 26 in [FGS02]. Zum Beweis von Lemma
2.2.6 benötigen wir noch ein Lemma als Vorarbeit.

Lemma 2.2.5 ist intuitiv interpretierbar: Der Operator dΓ(f) entspricht einem abge-
schnittenen Anzahloperator, welcher Photonen mit Impuls kleiner M/2 nicht mitzählt.
Die Anzahl höherenergetischer Photonen ist aber durch die Gesamtenergie beschränkt;
dies legt ψg ∈ D((dΓ(f) + 1)m) nahe. Die Formel (2.5) zum Vorbeiziehen der Erzeu-
ger und die Abschätzung für die Vernichter liegen ebenfalls nahe, da alle Photonen in
g nach Konstruktion von f durch den abgeschnittenen Anzahloperator genau wie vom
Anzahloperator N = dΓ(1) gezählt werden.
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Lemma 2.2.5 (Vorarbeit zu Lemma 2.2.6). Sei g = (g1, . . . gm) ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)m
und εgi ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) für alle i = 1, . . .m. Definiere

M := min
i=1...m

inf {|k| : ∃λ ∈ {1, 2} mit gi(k, λ) 6= 0} ; es ist M > 0.

Wähle eine Funktion f ∈ C∞(R3; [0, 1]) mit f(k) = 0 für |k| < M/2 und f(k) = 1 für
|k| ≥M .

Dann ist ψg ∈ D((dΓ(f) + 1)m) und

‖a(g
t
)(dΓ(f) + 1)−m/2‖ ≤ Cm‖g1‖2 · · · ‖gm‖2 ∀t ∈ R.

Außerdem gilt die Pullthrough-Formel

a(g
t
)(dΓ(f) + 1)−m = (dΓ(f) + 1 +m)−ma(g

t
). (2.5)

Beweis. Wir zeigen zuerst ψg ∈ D((dΓ(f) + 1)m). Nach Lemma 2.2.1 ist (H + i)−mH ⊂
D((Hf + 1)m). Es ist f ≤ Tω für ein geeignet gewähltes T > 0. Es folgt D((dΓ(Tω) +
T )m) ⊂ D((dΓ(f) + 1)m). Außerdem ist D((dΓ(Tω) + T )m) = D((dΓ(ω) + 1)m). Wir
haben also

(H + i)−m(E + i)mψg ∈ D((Hf + 1)m) = D((dΓ(Tω) + T )m) ⊂ D((dΓ(f) + 1)m).

Zum Beweis der Abschätzung: Mit der Methode aus dem Beweis von Lemma 17 in
[FGS01] reduzieren wir unter Verwendung des Kommutators [dΓ(f), a(gj,t)] = a(gj,t)
das Problem darauf, ‖(dΓ(f) + 1)−1/2a(gj,t)‖ ≤ C‖gj‖2 und ‖a(gj,t)(dΓ(f) + 1)−1/2‖ ≤
C‖gj‖2 zu zeigen.

Der Beweis von ‖a(gj,t)(dΓ(f)+1)−1/2‖ ≤ C‖gj‖2 erfolgt analog zum Beweis von Lem-
ma 1(b) in [HH08]. Wie dort zeigen wir auch ‖a∗(gj,t)(dΓ(f)+1)−1/2‖ ≤ C‖gj‖2, woraus
mit ‖B∗‖ = ‖B‖ (für B ∈ L(H)) die zu zeigende Abschätzung ‖(dΓ(f)+1)−1/2a(gj,t)‖ ≤
C‖gj‖2 folgt.

Zum Beweis der Pullthrough-Formel genügt es zu zeigen, dass

(dΓ(f) + 1 + 1)a(gi)ϕ = a(gi)(dΓ(f) + 1)ϕ

für alle i = 1, . . .m und ϕ = ϕ(n) = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn. Mit der Beobachtung 〈gi, fϕj〉 =
〈fgi, ϕj〉 = 〈gi, ϕj〉 ∀i, j sehen wir die Gleichheit, wenn wir dΓ(f) �

⊗n L2(R3×{1, 2}) =∑n
i=1 1⊗ · · · ⊗ f ⊗ · · · ⊗ 1 und die Definition des Vernichters einsetzen.

Nun können wir die angekündigte Abschätzung von ‖a(g
t
)ψg‖ zeigen. Mit Happrox

bezeichnen wir den Unterraum von H bestehend aus endlichen Linearkombinationen∑Ng

i=1 ciϕi ⊗ ηi mit ci ∈ C, ϕi ∈ Hel, ηi ∈ F0, wobei in ηi = (η(j)
i )j∈N alle η(j)

i endliche
Linearkombinationen von Vektoren a∗(f1) · · · a∗(fj)Ω mit εfi ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) sind.
Wir sehen leicht, dass Happrox dicht in H ist.
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Lemma 2.2.6. Sei ε > 0 und n ∈ N. Sei g = (g1, . . . , gm) ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)m und
εgi ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) für alle i = 1 . . .m. Dann existiert eine Konstante C, sodass

‖a(g
t
)ψg‖ ≤

C

1 + |t|n
+ ε ∀t ∈ R.

Weiterhin: Sei h ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)l und εg ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3), dann existiert eine

Konstante C, sodass

‖a#(ht)a(gt)ψg‖ ≤
C

1 + |t|n
+ ε ∀t ∈ R.

Beweis. Definiere M und f wie in Lemma 2.2.5.
Sei δ > 0. Wir approximieren den Vektor (dΓ(f) + 1)mψg ∈ H durch einen Zustand∑Ng

i=1 ciϕi ⊗ ηi ∈ Happrox: ‖(dΓ(f) + 1)mψg −
∑Ng

i=1 ciϕi ⊗ ηi‖ < δ.
Dann können wir durch Einfügen von −

∑
i ciϕi ⊗ ηi +

∑
i ciϕi ⊗ ηi abschätzen:

‖a(g
t
)ψg‖ = ‖a(g

t
)(dΓ(f) + 1)−m(dΓ(f) + 1)mψg‖

≤ C‖g1‖2 · · · ‖gm‖2‖(dΓ(f) + 1)−m/2‖δ (2.6)

+ ‖a(g
t
)(dΓ(f) + 1)−m

Ng∑
i=1

ciϕi ⊗ ηi‖. (2.7)

Der erste Term (2.6) ist zeitunabhängig, und lässt sich beliebig klein machen indem δ
ausreichend klein gewählt wird. Wir geben eine Abschätzung für den Term (2.7) an.
Unter Verwendung von Gl. (2.5) haben wir

‖a(g
t
)(dΓ(f) + 1)−m

Ng∑
i=1

ciϕi ⊗ ηi‖ ≤
Ng∑
i=1

‖ciϕi‖‖(dΓ(f) + 1 +m)−m‖‖a(g
t
)ηi‖.

Es genügt also ‖a(g
t
)ηi‖2 =

∑Li
p=0‖a(gt)η

(p)
i ‖2 abzuschätzen (es ist Li < ∞, da ηi ∈

F0). Nach Definition von Happrox ist

η
(p)
i =

Nip∑
j=1

dijpa
∗(f i1j ) · · · a∗(f ipj )Ω =

Nip∑
j=1

dijpa
∗(fi

j
)Ω

mit dijp ∈ C für j = 1 . . . Nip, p = 0 . . . Li, i = 1 . . . Ng und es sind alle εf ilj ∈ C∞
0 (R3 \

{0}; C3). Wir setzen diesen Ausdruck in ‖a(g
t
)η(p)
i ‖ ein und schätzen ab

‖a(g
t
)η(p)
i ‖ = ‖a(g

t
)
Nip∑
j=1

dijpa
∗(fi

j
)Ω‖ ≤

Nip∑
j=1

|dijp|‖a(gt)a
∗(fi

j
)Ω‖ (2.8)

≤ max
i,j,p

(
Nip|dijp|

)
‖
[
a(g

t
), a∗(fi

j
)
]
Ω‖

Lm. 2.2.4
≤ C

1 + |t|n
. (2.9)
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Hierbei haben wir verwendet, dass a(gν,t)Ω = 0 für alle ν = 1, . . .m, und dass das Ma-
ximum endlich ist, da i, j und p nur endlich viele Werte annehmen.

Für die zweite Abschätzung des Lemmas verwenden wir Cauchy-Schwarz:

‖a#(ht)a(gt)ψg‖2 ≤ ‖
(
a#(ht)

)∗
a#(ht)a(gt)ψg‖‖a(gt)ψg‖.

Lemma 2.2.1 zeigt, dass der erste Faktor eine t-unabhängige Schranke besitzt. Den zwei-
ten Faktor haben wir oben abgeschätzt.

Im folgenden Lemma betrachten wir nur den Fall ni ≥ nj . Für den Fall ni < nj , siehe
Lemma 2.2.10.

Lemma 2.2.7. Seien hik ∈ L2
ω(R3 × {1, 2}) und εhik ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) für alle i =
1 . . . N und k = 1 . . . ni. Sei ε > 0 und n ∈ N.

Angenommen ni ≥ nj, dann existiert eine Konstante C, sodass

‖a(hit)a∗(h
j
t )ψg − ψg

〈
ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
‖ ≤ C

1 + |t|n
+ ε ∀t ∈ R.

Beweis. Wir geben einen Beweis durch Induktion in nj . Wir verwenden als abgekürzte
Notation a∗(hjt ) = a∗(hj1,t) · · · a∗(h

j
nj ,t

) = a∗1 · · · a∗nj
.

Induktionsanfang: Sei nj = 0. Falls ni = 0 ist der Ausdruck = 0, denn ψg ist normiert.
Falls ni 6= 0, dann haben wir

‖a1 · · · aniψg − ψg 〈ψg, a1 · · · aniψg〉‖ ≤ ‖a1 · · · aniψg‖+ ‖ψg‖‖ψg‖‖a1 · · · aniψg‖,

was wir mit Lemma 2.2.6 abschätzen können.
Induktionsschritt: Sei nj > 0. Durch Ausschreiben von Kommutatoren haben wir

‖a(hit)a∗(h
j
t )ψg − ψg

〈
ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
‖

≤ ‖a∗(hjt )a(hit)ψg − ψg

〈
ψg, a

∗(hjt )a(h
i
t)ψg

〉
‖ (2.10)

+
ni−1∑
k=1

nj∑
l=1

‖a1 · · · ak−1a
∗
1 · · · â∗l · · · a

∗
nj
ak+1 · · · aniψg

− ψg

〈
ψg, a1 · · · ak−1a

∗
1 · · · â∗l · · · a

∗
nj
ak+1 · · · aniψg

〉
‖|[a∗l , ak]| (2.11)

+
nj∑
l=1

‖a1 · · · ani−1a
∗
1 · · · â∗l · · · a

∗
nj
ψg − ψg

〈
ψg, a1 · · · ani−1a

∗
1 · · · â∗l · · · a

∗
nj
ψg

〉
‖|[a∗l , ani ]|.

(2.12)

Die Kommutatoren sind t-unabhängige komplexe Zahlen. In den Zeilen (2.10) und (2.11)
können wir die Abschätzung aus Lemma 2.2.6 anwenden. In Zeile (2.12) hat sich die
Anzahl der Erzeugungsoperatoren um einen verringert, wir können somit die Indukti-
onsannahme anwenden.
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Wir übernehmen eine Abschätzung für die Konvergenz gegen die asymptotischen Er-
zeugungsoperatoren aus [GZ09b]. Zum Beweis wird die abzuschätzende Differenz als
Integral über die Ableitung geschrieben und der in der Ableitung auftretende Kommu-
tator mittels der Methode der stationären Phase und unter Benutzung des räumlichen
Abfalls des Grundzustandes abgeschätzt. Dieses Vorgehen ist durch das Cook-Argument
zum Beweis der Existenz der asymptotischen Vernichter und Erzeuger motiviert.

Lemma 2.2.8 ([GZ09b]). Sei ψ =
∑N

i=1 cia
∗
+(hi)ψg mit hik ∈ L2

ω(R3 × {1, 2}), ci ∈ C
und εhik ∈ C∞

0 (R3 \{0}; C3) für alle i = 1, . . . N , k = 1, . . . ni. Sei n ∈ N und A ∈ L(H).
Dann existiert eine Konstante C, sodass für alle i = 1 . . . N gilt:

‖e−iHta∗+(hi)ψg − a∗(hit)e
−iEtψg‖ ≤

C

1 + |t|n
∀t > 0 (2.13)

und

|
〈
e−iHtψ,Ae−iHtψ

〉
−

N∑
i,j=1

cicj

〈
a∗(hit)ψg, Aa

∗(hjt )ψg
〉
| ≤ C

1 + |t|n
∀t > 0.

Beweis. Für (2.13) siehe [GZ09b]: der Beweis von Proposition 3.5 dort geht für beliebig
große α (insbesondere α = 1) durch, wenn wir uns mit einer Konstante C = C(α) be-
gnügen ohne deren α-Abhängigkeit kontrollieren zu wollen. (Da der Beweis die Methode
der stationären Phase zur Abschätzung von |〈Gx, ht〉| verwendet, ist hier κ ∈ S(R3) von
Nutzen. Die in [GZ09b] stärkeren Voraussetzungen an das Potential sind für den Beweis
dieses Lemmas nicht notwendig.)

Die zweite Abschätzung folgt leicht aus der ersten.

Zu (2.13) ist anzumerken, dass die Konstante von den Photonzuständen hij abhängt.
Dies lässt sich wie folgt einsehen. Zu einem Photonzustand h erhalten wir gemäß (2.13)
eine Konstante C = C(h), die wir als möglichst klein annehmen. Wir betrachten nun
den um ∆t > 0 zeitlich zurückversetzten Zustand g = h−∆t. Der Zustand g kann „erst
um ∆t später konvergieren“; in der gleichen Form abgeschätzt ist daher zu erwarten,
dass die Konstante C(g) dafür größer ist.

Lemma 2.2.9. Seien hik ∈ L2
ω(R3 × {1, 2}) und εhik ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) für alle i =
1 . . . N , k = 1 . . . ni. Sei B ∈ L(Hel) und sei W (f) = eiφ(f) ein Weyl-Operator mit
εf ∈ S(R3; C3). Sei n ∈ N und A = B ⊗W (f).

Dann existiert eine Konstante C, sodass

|
〈
a∗(hit)ψg, Aa

∗(hjt )ψg
〉
−
〈
A∗ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
| ≤ C

1 + |t|n
∀t ∈ R.

Beweis. Wir benutzen [a(hij,t),W (f)] = i√
2

〈
hij,t, f

〉
W (f). Die Methode der stationären
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Phase liefert |
〈
hij,t, f

〉
L2 | ≤ C(1 + |t|n)−1. Damit folgt

|
〈
ψg, B ⊗ [a(hit),W (f)]a∗(hjt )ψg

〉
|

= |
〈
ψg, B ⊗

ni∑
j=1

a(hi1,t) · · · a(hij−1,t)
i√
2

〈
hij,t, f

〉
W (f)a(hij+1,t) · · · a(hini,t)a

∗(hjt )ψg
〉
|

≤ C

1 + |t|n
ni∑
j=1

|
〈
ψg, B ⊗

(
a(hi1,t) · · · a(hij−1,t)W (f)a(hij+1,t) · · · a(hini,t)a

∗(hjt )
)
ψg
〉
|.

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Beschränktheit von B und
W (f) finden wir eine zeitunabhängige obere Schranke für die Summanden.

Die Aussage des Lemmas folgt nun sofort, da |
〈
ψg, B⊗ [a(hit),W (f)]a∗(hjt )ψg

〉
| gerade

die abzuschätzende Differenz ist.

Im folgenden Lemma betrachten wir nur den Fall ni < nj ; für ni ≥ nj , siehe Lemma
2.2.7.

Lemma 2.2.10. Seien hik ∈ L2
ω(R3×{1, 2}) und εhik ∈ C∞

0 (R3\{0}; C3) für i = 1 . . . N ,
k = 1 . . . ni. Sei n ∈ N, ε > 0 und A = B ⊗W (f) mit B ∈ L(Hel) und εf ∈ S(R3; C3).

Angenommen ni < nj, dann existiert eine Konstante C, sodass für alle t ∈ R

|
〈
A∗ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
| ≤ C

1 + |t|n
+ ε und |

〈
ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
| ≤ C

1 + |t|n
+ ε.

Beweis. Es ist〈
A∗ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉

=
〈
a(hjt )a

∗(hit)A
∗ψg, ψg

〉
=
〈
a(hjt )a

∗(hit)ψg, Aψg
〉

+
〈
B∗ ⊗ [a(hjt )a

∗(hit),W (−f)]ψg, ψg
〉
.

Wir zeigen wie im Beweis von Lemma 2.2.9, dass der zweite Summand durch ein Po-
tenzgesetz beschränkt ist. Den ersten Summanden schätzen wir ab, indem wir mittels
Induktion in ni zeigen, dass ‖a(hjt )a∗(hit)ψg‖ ≤ C

1+|t|n + ε.
Induktionsanfang ni = 0: Ein Term der Form a(hj1,t) . . . a(h

j
nj ,t

)ψg (eine beliebige
Anzahl nj > 0 Vernichtungsoperatoren und ni = 0 Erzeugungsoperatoren) kann nach
Lemma 2.2.6 abgeschätzt werden durch C(n,δ)

1+|t|n + δ mit beliebigem δ > 0.
Induktionsschritt: Sei ni > 0. Kommutieren wir a∗(hit) und a(hjt ), so erhalten wir

‖a(hjt )a∗(hit)ψg‖ ≤ ‖a∗(hit)a(h
j
t )ψg‖+ |

〈
hjl , h

i
k

〉
L2
|×

×
nj∑
l=1

ni∑
k=1

‖a(hj1,t) · · · a(h
j
l−1,t)a

∗(hi1,t) · · · ̂a∗(hik,t) · · · a
∗(hini,t)a(h

j
l+1,t) · · · a(h

j
nj ,t

)ψg‖

wobei der erste Summand mittels Lemma 2.2.6 abgeschätzt werden kann (in der Form
≤ C(n,δ)

1+|t|n + δ). In der Doppelsumme unterscheiden wir zwei Fälle.
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Im einen Fall, für Summanden mit l < nj (d. h. direkt vor ψg steht mindestens ein
Vernichter), können wir ebenfalls Lemma 2.2.6 verwenden. Im anderen Fall haben wir
‖a(hj1,t) · · · a(h

j
nj−1,t)a

∗(hi1,t) · · · ̂a∗(hik,t) · · · a
∗(hini,t)ψg‖; das ist von der selben Form wie

der Ausdruck mit dem wir anfingen, aber mit nur noch nj−1 Vernichtungsoperatoren und
ni− 1 Erzeugungsoperatoren. Wir können also die Induktionsannahme zum Abschätzen
≤ C(n,δ)

1+|t|n + δ verwenden.
Es bleibt δ klein genug zu wählen.

Lemma 2.2.11. Seien hik ∈ L2
ω(R3 × {1, 2}) und εhik ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) für alle
i = 1 . . . N , k = 1 . . . ni und sei n ∈ N. Dann existiert eine Konstante C, so dass

‖ψg
〈
ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
− ψg

〈
ψg, a+(hi)a∗+(hj)ψg

〉
‖ ≤ C

1 + |t|n
∀t > 0.

Beweis. Offenbar〈
a∗(hit)ψg, a

∗(hjt )ψg
〉

=
〈
eiHta∗(hit)e

−iEtψg, e
iHta∗(hjt )e

−iEtψg

〉
. (2.14)

Mit (2.14) und der Abschätzung ‖a∗+(hi)ψg − eiHta∗(hit)e
−iHtψg‖ ≤ Ci

1+|t|n∀i = 1, . . . N
aus Lemma 2.2.8 folgt die Aussage.

Das folgende Theorem ist unser erstes Ergebnis zur Abschätzung der Relaxation in den
Grundzustand. Damit haben wir bewiesen, dass für relaxierende Zustände die Erwar-
tungswerte lokalisierter Observablen schneller als jede inverse Potenz von t relaxieren.
Im Beweis setzen wir die vorangegangenen Abschätzungen zusammen.

Theorem 2.2.12 (Relaxation in den Grundzustand). Es sei H = (p + A(x))2+V +Hf

und es seien V und κ so, dass die Voraussetzungen vom Anfang des Unterkapitels erfüllt
sind. Sei A ∈ Ã und sei ψ0,t := e−iHtψ0 mit

ψ0 ∈ span{a∗+(h)ψg : h ∈
(
L2
ω(R3 × {1, 2})

)m
,m ∈ N}.

Sei ε > 0 und n ∈ N \ {0}.
Dann existiert eine Konstante C > 0, sodass

| 〈ψ0,t, Aψ0,t〉 − 〈ψg, Aψg〉 〈ψ0, ψ0〉 | ≤
C

1 + |t|n
+ ε ∀t > 0.

Beweis. Sei ε > 0. Sei zuerst A = B ⊗ W (f) mit B ∈ L(Hel) und εf ∈ S(R3; C3).
Nach Lemma 2.2.3 approximieren wir ψ0 mit einer endlichen Linearkombination ψ =∑N

i=1 cia
∗
+(hi)ψg, mit hik ∈ L2(R3 × {1, 2}) und εhik ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3) für alle k =
1 . . . ni, sodass ‖ψ0 − ψ‖ < ε.

Wir expandieren die Gleichung durch Einfügen teleskopierender Terme. Teilweise spal-
ten wir die Fälle ni ≥ nj und ni < nj auf, wo diese im Weiteren getrennt behandelt
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werden.

| 〈ψt, Aψt〉 − 〈ψg, Aψg〉 〈ψ,ψ〉 | (2.15)

≤ | 〈ψt, Aψt〉 −
N∑

i,j=1

cicj

〈
a∗(hit)ψg, Aa

∗(hjt )ψg
〉
| (2.16)

+ |
N∑

i,j=1

cicj

〈
a∗(hit)ψg, Aa

∗(hjt )ψg
〉
−

N∑
i,j=1

cicj

〈
A∗ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
| (2.17)

+ |
N∑

i,j=1
ni≥nj

cicj

〈
A∗ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
−

N∑
i,j=1
ni≥nj

cicj 〈A∗ψg, ψg〉
〈
ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
|

(2.18)

+ |
N∑

i,j=1
ni<nj

cicj

〈
A∗ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
|+ |

N∑
i,j=1
ni<nj

cicj 〈A∗ψg, ψg〉
〈
ψg, a(hit)a

∗(hjt )ψg
〉
|

(2.19)

+ |
N∑

i,j=1

cicj 〈A∗ψg, ψg〉
〈
a∗(hit)ψg, a

∗(hjt )ψg
〉
−

N∑
i,j=1

cicj 〈A∗ψg, ψg〉
〈
a∗+(hi)ψg, a∗+(hj)ψg

〉
︸ ︷︷ ︸

= 〈ψg ,Aψg〉〈ψ,ψ〉

|,

(2.20)

Wir schätzen die Zeilen einzeln ab. Sei δ > 0.
Nach Lemma 2.2.8 ist Zeile (2.16) beschränkt durch C1

1+|t|n .
Nach Lemma 2.2.9 ist Zeile (2.17) beschränkt durch C3

1+|t|n .
Für Zeile (2.18) zeigt Lemma 2.2.7, dass es eine obere Schranke C5

1+|t|n + δ gibt.
Zeile (2.20) wird beschränkt durch C4

1+|t|n , siehe Lemma 2.2.11.
Nach Lemma 2.2.10 sind die beiden Terme der Zeile (2.19) beschränkt durch C2

1+|t|n +δ.

Also haben wir

|〈ψt, Aψt〉 − 〈ψg, Aψg〉 〈ψ,ψ〉| ≤ 5
(

max
i=1...5

Ci

)
1

1 + |t|n
+ 2δ.

Da A ein beschränkter Operator ist, erhalten wir indem wir ε (siehe Beweisanfang) und
δ klein genug wählen

|〈ψ0,t, Aψ0,t〉 − 〈ψg, Aψg〉 〈ψ0, ψ0〉| ≤
C

1 + |t|n
+ ε. (2.21)

Wir beenden den Beweis mit einem Approximationsargument für beliebige Operatoren
A ∈ Ã. Für jedes A ∈ Ã existiert eine endliche Linearkombination A′ =

∑k
i=1 ciBi ⊗
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W (fi) mit ci ∈ C, Bi ∈ L(Hel) und εfi ∈ S(R3; C3) für alle i = 1 . . . k, sodass die
Operatornorm ‖A−A′‖ beliebig klein ist. Dann

|〈ψt, Aψt〉 − 〈ψg, Aψg〉 〈ψ0, ψ0〉| ≤ |〈ψt, Aψt〉 −
〈
ψt, A

′ψt
〉
|

+ |
〈
ψt, A

′ψt
〉
−
〈
ψg, A

′ψg
〉
〈ψ0, ψ0〉|+ |

〈
ψg, A

′ψg
〉
− 〈ψg, Aψg〉||〈ψ0, ψ0〉|.

Dies wird mittels (2.21) abgeschätzt.

Wir sehen gegenüber des Ergebnisses dieses Kapitels zwei Verbesserungsmöglichkeiten.
Einerseits würden wir gerne kontrollieren, wie die Konstante C von ψ0 abhängt, im

Idealfall um eine uniforme Abschätzung zu beweisen. Allgemein wird dies wie im An-
schluss an Lemma 2.2.8 diskutiert nicht möglich sein. Einen Ansatz die Menge der bei
der Relaxation entstehenden Photonzustände so einzuschränken, dass eine uniforme Ab-
schätzung möglich wird, diskutieren wir in Kapitel 3.

Andererseits hätten wir für die Relaxation gerne ein Exponentialgesetz als Abschät-
zung, da dieses im Gegensatz zu einem Potenzgesetz eine typische Zeitskala liefert, eine
„Lebensdauer“. Hierfür setzen wir bei der Konvergenz gegen die asymptotischen Erzeuger
(2.13) an und können für diese in einem vereinfachten Modell auch ein Exponentialgesetz
beweisen (siehe Korollar 4.2.4).
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3. Uniforme Ausbreitungsabschätzung für
Photonen

Wir diskutieren in diesem Kapitel den ersten der am Ende des vorigen Kapitels vorge-
schlagenen Verbesserungsansätze für die Abschätzung der Relaxation in den Grundzu-
stand.

Wie im Anschluss an Lemma 2.2.8 diskutiert, ist in der Abschätzung aus Kapitel
2.2 die Konstante C von den Photonzuständen hi und damit von ψ0 und ε abhängig. In
Unterkapitel 3.1 geben wir eine uniforme Abschätzung für die räumliche Ausbreitung von
(in zu definierendem Sinne) auslaufenden Photonzuständen. Wir hoffen dieses Resultat
auf von einem Atom emittierte Photonen anwenden zu können und untersuchen daher
in Unterkapitel 3.2 an Hand des Übergangsmatrixelements, ob die bei der Relaxation
emittierten Photonzustände tatsächlich auslaufend sind. Wir werden jedoch finden, dass
sie im Wesentlichen einlaufend sind!

3.1. Übertragung der Perry-Abschätzung
Unser Ergebnis dieses Unterkapitels ist die uniforme Abschätzung der Photonausbrei-
tung, Theorem 3.1.3. Dabei handelt es sich um die Übertragung der sogenannten Perry-
Abschätzung [Tes09, Lemma 12.5] [Wei03, Satz 24.7] aus dem Enß-Zugang zur nicht-
relativistischen quantenmechanischen Streutheorie auf freie Photonen (hier in Einteil-
chentheorie behandelt). Die folgenden Definitionen und die Sätze 3.1.1 und 3.1.2 sind in
[Wei03, Kapitel 24] zu finden.

Der Operator A0 in L2(Rm) ist definiert durch

D(A0) := C∞
0 (Rm), A0 :=

1
2

(
x · 1

i
∇ +

1
i
∇ · x

)
. (3.1)

Satz 3.1.1 ([Wei03, Kapitel 24]). A0 ist wesentlich selbstadjungiert, der Abschluss sei
A := A0. Sei F die Fouriertransformation auf L2(Rm), dann gilt:

FAF−1 = −A.

A ist der Erzeuger von Dilatationen, d. h. (eiAtf)(x) = etm/2f(etx).

Die Mellin-Transformation ist definiert als (wobei der Limes im Sinne der L2-Norm-
Konvergenz zu lesen ist):

M : L2(Rm) → L2(R× Sm−1)
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(Mf)(λ,ω) = (2π)−1/2 lim
N→∞

∫ N

1/N
r−iλ−1+m/2f(rω)dr, λ ∈ R, ω ∈ Sm−1. (3.2)

Die Mellin-Transformation ist unitär. Mit V : L2(Rm) → L2(R × Sm−1), (V f)(s,ω) =
ems/2f(esω), und F1 der Fouriertransformation in der Koordinate s lässt sich die Mellin-
Transformation als M = F1V schreiben.

Die Inverse der Mellin-Transformation ist gegeben durch (mit Limes im L2-Sinn)

(M−1g)(rω) = (2π)−1/2 lim
N→∞

∫ N

−N
riλr−m/2g(λ,ω)dλ (3.3)

Satz 3.1.2 ([Wei03, Kapitel 24]). Sei Mλ der Multiplikationsoperator mit t(λ, ω) = λ
in L2(R× Sm−1). Die Mellin-Transformation ist eine Spektraldarstellung von A:

MAM−1 = Mλ. (3.4)

Zur Interpretation seien folgende Anmerkungen gemacht: Für f in Ortsdarstellung ist
〈f,Af〉 der Realteil des Erwartungswerts von x · p, dem Skalarprodukt von Ort und
Impuls. Für Zustände aus dem spektralen Teilraum χ(A ≥ 0)H zeigt also, klassisch
gesprochen, der Impuls in die gleiche Richtung wie der Ortsvektor des Photons, weshalb
wir diese Zustände als auslaufend bezeichnen. Diese Interpretation wird durch unser
folgendes Theorem gestützt.

Wir beweisen hier nur den Fall skalarer Photonen, das Resultat überträgt sich aber
trivialerweise auf Photonzustände aus L2(R3 × {1, 2}). Wir verstehen hier die Photon-
zustände in Ortsdarstellung, daher ω =

√
−∆. Das Resultat gilt in beliebiger Raumdi-

mension m.

Theorem 3.1.3. Sei ω =
√
−∆ auf L2(Rm). Sei n ∈ N , ε ∈ (0, 1) und g ∈ C∞

0 ((0,∞))
mit supp g ⊂ [c, d], 0 < c < d.

Dann existiert eine Konstante C = C(n, ε), sodass für alle a ∈ R gilt:

für |t| ≥ max{1, |a|
c(1− ε)

} ist ‖χ{|x|≤(1−ε)|t|− |a|
c
}e
−iωtg(ω)χ(A)‖ ≤ C

(1 + |t|)n
.

Dabei ist für t < 0 zu nehmen χ(A) = χ(A ≤ −a), für t > 0 ist zu nehmen χ(A) =
χ(A ≥ a).

Bemerkung: Die Konstante C ist unabhängig von a, aber es muss gelten |t| ≥ |a|/c(1−
ε). Dies ist aber schon notwendig, damit (1− ε)|t| − |a|/c ein nicht-negativer Radius ist
und insofern keine Einschränkung.

Beweis. Wir zeigen nur den Fall t > 0, der Fall t < 0 läuft analog. Sei f ∈ S(Rm).
Schritt 1. Da g eine C∞

0 -Funktion ist können wir in der folgenden Rechnung die Fou-
riertransformation als konvergentes Integral und den Ausdruck dann als L2-Skalarprodukt
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schreiben:[
e−iωtg(ω)χ(A ≥ a)f

]
(x) =

[
F−1e−i|k|tg(|k|)Fχ(A ≥ a)f

]
(x)

= (2π)−m/2
∫

Rm

dk eix·ke−i|k|tg(|k|) [Fχ(A ≥ a)f ] (k)

= 〈kx,t,Fχ(A ≥ a)f〉L2(Rm)
Satz 3.1.1= 〈kx,t, χ(A ≤ −a)Ff〉 = 〈hx,t,Ff〉

wobei wir definiert haben

kx,t(k) := (2π)−m/2eix·ke−i|k|tg(|k|), hx,t := χ(A ≤ −a)kx,t.

Schritt 2. Wir schätzen nun ‖hx,t‖ ab; dies funktioniert wie der Beweis der Metho-
de der stationären Phase. Wir verwenden zuerst, dass die Mellin-Transformation eine
Spektraldarstellung von A ist:

‖hx,t‖ = ‖χ(A ≤ −a)kx,t‖ = ‖Mχ(A ≤ −a)kx,t‖ = ‖χ{λ≤−a}Mkx,t‖ (3.5)

Es genügt also Mkx,t für λ ≤ −a abzuschätzen. Es ist

(Mkx,t) (λ,ω) = (2π)−(m+1)/2

∫ ∞

0
e−i(rx·ω−t|rω|+λ log(r))rm/2−1g(|rω|) dr. (3.6)

Für die Phase führen wir die Bezeichnung φ(r) := (rx ·ω− tr+λ log(r)), φ′(r) := ∂rφ(r)
ein. Mittels (l + 1)-facher partieller Integration erhalten wir:

(Mkx,t) (λ,ω) = C

∫ ∞

0
e−iφ(r) d

dr

[
1

φ′(r)
· · · d

dr

[
1

φ′(r)

[
rm/2−1g(r)

]]]
dr. (3.7)

Hier treten (l + 1)-viele Ableitungen auf.
Einschub: Abschätzung der Phase. Wir zeigen unter Verwendung von |x| ≤ (1−ε)|t|−

|a|/c zuerst:

|φ′(r)| = |t− λ/r − x · ω| ≥ |t− λ/r| − (1− ε)|t|+ |a|/c. (3.8)

Falls λ > 0, dann ist t ≥ |a|/c ≥ λ/c ≥ λ/r, also |t − λ/r| = t − λ/r; für λ < 0 ist
|t− λ/r| = t− λ/r trivial. Damit folgt aus (3.8)

|φ′(r)| ≥ ε|t|+ |a|
c
− λ

r︸ ︷︷ ︸
≥ 0

≥ ε|t|. (3.9)

Wir erweitern: |φ′(r)| = (1 + |λ|+ |t|) |φ′(r)|
(1+|λ|+|t|) , und mittels (3.9) sowie t ≥ 1 können

wir den Bruch abschätzen, sodass wir erhalten:

|φ′(r)| ≥ (1 + |λ|+ |t|)ε
2
. (3.10)
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Außerdem benötigen wir noch eine obere Schranke für die Ableitungen der Phase.
Leicht finden wir hierfür (mit m ∈ N beliebig vorgegeben):

|φ(k)(r)| ≤ δ0(1 + |λ|+ |t|) ∀k = 1, . . .m, δ0 = max{2, 1
c2
,

2
c3
, . . .

(m− 1)!
cm

} (3.11)

Abschätzung von (3.7). Unter Verwendung der Ungleichungen (3.10) und (3.11) kön-
nen wir nun den Integranden in Gl. (3.7) folgendermaßen abschätzen (durch Induktion
in der Zahl der Ableitungen):

| d
dr

[
1

φ′(r)
· · · d

dr

[
1

φ′(r)

[
rm/2−1g(r)

]]]
| ≤ C

(1 + |λ|+ |t|)(l+1)
ζ(r),

wobei die Konstante C von l, ε und δ0 abhängt und ζ eine beschränkte Funktion mit
Träger in [c, d] ist, welche alle Ableitungen bis zur (l+1)-ten von rm/2−1g(r) majorisiert.
Wir erhalten somit

|(Mkx,t) (λ, ω)| ≤ C

(1 + |λ|+ |t|)(l+1)
∀λ ≤ −a,ω ∈ Sm−1,

und damit

‖hx,t‖2 = ‖χ{λ≤−a}Mkx,t‖2 =
∫

R
dλ
∫
Sm−1

dω χ{λ≤−a}(λ) |(Mkx,t)(λ,ω)|2

≤
∫ −a

−∞
dλ
∫
Sm−1

dω
C

(1 + |λ|+ |t|)2(l+1)
.

Das Integral über Sm−1 liefert eine Konstante die nur von m abhängt. Mittels Substitu-
tion berechnen wir leicht das Integral bezüglich λ. Terme der Form −(1 + |t|+ |a|)−2l−1

können dann (man beachte die Vorzeichen) weggelassen werden, wodurch die Abschät-
zung nur gröber wird. Somit erhalten wir die a-unabhängige Abschätzung

‖hx,t‖2 ≤ C(1 + |t|)−2l−1. (3.12)

Schritt 3. Mittels der Ungleichung (3.12) schätzen wir ab:

‖χ{|x|≤(1−ε)|t|−|a|/c}e
−iωtg(ω)χ(A ≥ a)f‖2

=
∫
{|x|≤(1−ε)|t|−|a|/c}

|
[
e−iωtg(ω)χ(A ≥ a)f

]
(x)|2dx

=
∫
{|x|≤(1−ε)|t|−|a|/c}

|〈hx,t,Ff〉|2dx

≤
∫
{|x|≤(1−ε)|t|−|a|/c}

‖hx,t‖2‖Ff‖2dx

(3.12)
≤ C(1 + |t|)−2l−1

∫
{|x|≤(1−ε)|t|−|a|/c}

dx︸ ︷︷ ︸
≤ Cm|t|m (Kugelvolumen)

‖Ff‖2

≤ C(1 + |t|)−2n‖f‖2,
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wobei im letzten Schritt l mit 2l + 1 −m ≥ 2n gewählt und |t|/(1 + |t|) ≤ 1 benutzt
wurde. Da die Zustände f in L2 dicht liegen, folgt die Aussage für die Operatornorm.

Wir können ein Korollar aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik [Tes09], wel-
ches besagt, dass jeder Zustand für t→∞ auslaufend wird, fast unverändert übertragen.
Analoges gilt für t→ −∞ mit einlaufend.

Korollar 3.1.4. Sei ω =
√
−∆ und g wie in Theorem 3.1.3. Sei a ∈ R und ψ ∈ L2(Rm),

dann gilt
‖χ(A ≤ a)e−iωtg(ω)ψ‖ → 0 (t→∞).

Beweis. Wir haben unter Verwendung von ‖B‖ = ‖B∗‖ (für B ∈ L(H))

‖χ(A ≤ a)e−iωtg(ω)ψ‖
≤ ‖χ(A ≤ a)e−iωtg(ω)χ{|x|≤(1−ε)|t|− |a|

c
}ψ‖+ ‖χ(A ≤ a)e−iωtg(ω)χ{|x|>(1−ε)|t|− |a|

c
}ψ‖

≤ ‖χ{|x|≤(1−ε)|t|− |a|
c
}e
iωtg(ω)χ(A ≤ a)ψ‖+ ‖χ(A ≤ a)‖‖g(ω)‖‖χ{|x|>(1−ε)|t|− |a|

c
}ψ‖.

Da in der starken Topologie χ{|x|>(1−ε)|t|− |a|
c
} → 0 für t → ∞ folgt die Aussage aus

Theorem 3.1.3.

Diese Abschätzung ist offenbar verbesserbar, wenn eine räumliche Abfalleigenschaft
für ψ gegeben ist.

Ausgefeiltere Resultate in der Art von Korollar 3.1.4 sind als „minimal velocity estima-
tes“ bekannt [HSS99] [Ric04]; diese Resultate setzen für selbstadjungierte Operatoren
H und A eine Mourre-Ungleichung i[H,A] ≥ θ > 0 auf einem spektralen Unterraum
H∆ = χ∆(H)H voraus und liefern, dass ψ ∈ H∆ von e−iHt (bis auf einen für t→∞ ver-
schwindenden Fehler) mit Mindestgeschwindigkeit θ durchs Spektrum von A geschoben
wird.

3.2. Emissionsamplituden in Störungstheorie und
ein-/auslaufende Photonen

In diesem Unterkapitel untersuchen wir, wie das Matrixelement für die Emission eines
Photons davon abhängt, ob der Photonzustand einlaufend oder auslaufend ist.

Auf L2(R3 × {1, 2}) definieren wir den Dilatationserzeuger A durch (Ah)(·, λ) :=
A(h(·, λ)) für λ = 1, 2. Wir sprechen von auslaufenden Photonen, wenn diese in Ortsdar-
stellung im spektralen Unterraum Ranχ(A ≥ 0) liegen. In Impulsdarstellung sind nach
Satz 3.1.1 die Zustände aus Ranχ(A ≤ 0) die auslaufenden.

Motivation für die Untersuchung in diesem Kapitel ist die Hoffnung, die entstehenden
Photonen seien im Wesentlichen auslaufend, womit unsere Form der Perry-Abschätzung
verspräche nützlich zu werden. Wir werden jedoch im Gegenteil finden, dass zum Ma-
trixelement im Wesentlichen nur einlaufende Zustände beitragen. Damit scheint zwar
die Perry-Abschätzung nicht anwendbar zu sein, das Ergebnis ist aber bereits für sich
genommen interessant.
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Wir verwenden den Hamilton-Operator (1.1), Hα =
(
p + α3/2A(αx)

)2
+ V +Hf , um

eine Störungsentwicklung nach der Feinstrukturkonstante α durchzuführen.
Für dieses Unterkapitel setzen wir voraus:

Voraussetzungen. Es sei V infinitesimal beschränkt bezüglich −∆. Darüber hinaus
sei V so beschaffen, dass ein (bis auf eine Phase) eindeutiger Grundzustand ψα zu Hα

existiert und ψα ∈ D(|x|n) für alle n ∈ N.

Für kleine α können wir auf [Hir00] verzichten und die Eindeutigkeit des Grund-
zustandes stattdessen aus ‖ψα − ψ0‖ ≤ α3/2C [GZ09b, Proposition A.3] folgern, falls
Hel = −∆ + V einen eindeutigen Grundzustand besitzt.

3.2.1. Entwicklung des Matrixelements nach der Feinstrukturkonstante
Für α = 0 ist der Hamilton-Operator H0 = −∆ +V +Hf = Hel +Hf mit Grundzustand
ψ0 = ψel ⊗ Ω, wobei ψel der energetisch tiefste Eigenzustand von Hel ist. Sei ferner ψi
ein energetisch höherer Eigenzustand von Hel, d. h.

Helψi = Eiψi, H0(ψi ⊗ Ω) = Ei(ψi ⊗ Ω) und E := Ei − E0 > 0.

Für den Prozess der Emission eines einzelnen Photons unter Übergang des Atoms in den
Grundzustand betrachten wir das Skalarprodukt (im weiteren als Übergangsmatrixele-
ment oder Emissionsamplitude bezeichnet)〈

a∗+(h)ψα, ψi ⊗ Ω
〉
.

Dieses gibt uns den Überlapp des angeregten Zustandes ohne Photonen mit dem Grund-
zustand und einem für t→∞ freien Photon.

Wir berechnen das Matrixelement in führender Ordnung der Feinstrukturkonstante.
Für die Berechnung von Emissionsamplituden bis zu beliebiger Ordnung verweisen wir
darauf, dass dies analog zur Streuamplitudenentwicklung aus Kapitel 5 möglich ist.

Bemerkung: Da α im Argument des Vektorpotentials auftaucht, liefert die Entwicklung
nach α automatisch auch die Dipolapproximation.

Lemma 3.2.1. Es sei der UV-Cutoff κ ∈ S(R3). Sei f ∈ L2(R3 × {1, 2}) mit εf ∈
C2

0 (R3 \ {0}; C3). Sei p(s) := eiHelspe−iHels und A(0, s) := eiHfsA(0)e−iHfs. Dann gilt:

a∗+(f)ψα − a∗(f)ψα = 2iα3/2

∫ ∞

0
p(s)ψel ⊗ [A(0, s), a∗(f)]Ω ds+R(α),

mit einem Vektor R(α) welcher erfüllt ‖R(α)‖ = O(α5/2) für α→ 0.

Beweis. Folgt wie Theorem 4.1 in [GZ09b], unter Vereinfachung des Beweises.

Satz 3.2.2 (Entwicklung des Matrixelements). Sei κ ∈ S(R3). Sei h ∈ L2(R3 × {1, 2})
mit εh ∈ C2

0 (R3 \ {0}; C3) und E = Ei − E0 > 0. Dann ist für α→ 0〈
a∗+(h)ψα, ψi ⊗ Ω

〉
= −2iα3/2 〈ψel,pψi〉 ·

∫ ∞

0
e−iEt 〈G0, ht〉 dt+O(α5/2). (3.13)
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Beweis. Es gilt offenbar
〈
a∗+(f)ψα, ψi ⊗ Ω

〉
=
〈
a∗+(f)ψα − a∗(f)ψα, ψi ⊗ Ω

〉
, da a∗(f)ψα

mindestens ein Photon enthält, also zu ψi⊗Ω orthogonal ist. Die Aussage folgt jetzt aus
Lemma 3.2.1.

Den Photonanteil dieses Matrixelements werden wir im nächsten Unterkapitel mit
Hilfe der Mellin-Transformation darstellen.

3.2.2. Matrixelement ausgedrückt durch die Mellin-Transformation
Wir bringen nun das Matrixelement für die Emission eines Photons in Zusammenhang
mit der Klassifizierung der Photonenzustände in einlaufend und auslaufend.

Wir rechnen hier im Gegensatz zu Lemma 3.2.1 und Satz 3.2.2 mit einem scharfen
UV-Cutoff. Es bezeichne M wieder die Mellin-Transformation. Man beachte, dass hier
der Photonzustand in Impulsdarstellung zu verstehen ist, ht(k) = e−i|k|th(k).

Theorem 3.2.3. Sei E = Ei − E0 > 0. Sei κ(k) = χ[0,Λ](|k|) mit Λ > E.
Sei h ∈ L2(R3×{1, 2}) mit εh ∈ C2

0 (R3 \ {0}; C3) gegeben. Wir definieren komponen-
tenweise fl := M((εh)l) und Fl(λ) :=

∫
S2 fl(λ,ω)dω. Zu jedem l = 1, 2, 3 existiere ein

a > 0, so dass
∫ a
−a

|Fl(λ)|
|1−e2πλ|dλ <∞.

Dann ist (in Vektornotation F = (F1, F2, F3))
∞∫
0

e−iEt〈G0, ht〉dt =
π√
2
E3/2 M−1[F coth](E)− i√

4π

∞∫
−∞

F (λ)
∞∑
k=0

(
E

Λ

)k Λ−iλ

k + iλ
dλ,

(3.14)

wobei F coth definiert ist durch F coth(λ) := (1 + cothπλ)F (λ), vgl. Abb. 3.1.

Beweis. Da εh ∈ C2
0 (R3 \ {0}; C3) und M = F1V folgt aus den bekannten Eigen-

schaften der Fouriertransformation, dass fl ∈ L1(R × S2; C). Daher können wir die
Mellin-Rücktransformation explizit schreiben als

(εh)l(kω) = (M−1fl)(kω) = (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
kiλ−3/2fl(λ,ω) dλ. (3.15)

Wir setzen Gl. (3.15) in 〈G0,l, ht〉 ein (für l = 1, 2, 3) und erhalten

〈G0,l, ht〉 =
∫

d3k
κ(k)√
2|k|

2∑
j=1

ε(k, j)l h(k, j)︸ ︷︷ ︸
= (εh)l(k)

e−ikt (3.16)

=
∫ ∞

0
dk k2

∫
S2

dω
κ(k)√

2k
e−ikt(2π)−1/2

∫ ∞

−∞
kiλ−3/2fl(λ,ω) dλ

=
(2π)−1/2

√
2

∫ ∞

0
dk κ(k)e−ikt

∫ ∞

−∞
dλ kiλ

∫
S2

dω fl(λ,ω)︸ ︷︷ ︸
= Fl(λ)

(3.17)
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Wir führen eine Regularisierung ein, welche uns erlauben wird nach Tonelli und Fu-
bini Integrale zu vertauschen. Sei Θε(t) := Θ(t)e−εt mit Θ der Heavisidefunktion. Da
|〈G0,l, ht〉 | ≤ C(1 + t)−2 (nach der Methode der stationären Phase) gilt nach dem Satz
von der majorisierten Konvergenz∫ ∞

0
dt e−iEt〈G0,l, ht〉 = lim

ε→0+

∫ ∞

−∞
dt Θε(t)e−iEt〈G0,l, ht〉.

Setzen wir hier (3.17) ein, so erhalten wir durch Integralvertauschung∫ ∞

0
dt e−iEt〈G0,l, ht〉

= lim
ε→0+

∫ ∞

−∞
dt Θε(t)e−iEt

(2π)−1/2

√
2

∫ ∞

0
dk κ(k)eikt

∫ ∞

−∞
dλ k−iλFl(λ)

= lim
ε→0+

1√
4π

∫ ∞

−∞
dλ Fl(λ)

∫ ∞

−∞
dk κ(k)k−iλ

∫ ∞

−∞
dt Θε(t)e−iEteikt︸ ︷︷ ︸

= −(ik−iE−ε)−1

= lim
ε→0+

1√
2

∫ ∞

−∞
dλ Fl(λ)

i√
2π

∫ Λ

0

k−iλ

k − (E − iε)
dk.

Wir verwenden für das Integral über k Lemma 3.2.6 und erhalten∫ ∞

0
dt e−iEt〈G0,l, ht〉

= lim
ε→0+

1√
2

∫ ∞

−∞
dλ Fl(λ)

i√
2π

(
2πie−iλ log(E−iε)

1− e2πλ︸ ︷︷ ︸
(a)

−Λ−iλ
∞∑
k=0

(
E − iε

Λ

)k 1
k + iλ︸ ︷︷ ︸

(b)

)
.

Nun suchen wir eine ε-unabhängige integrierbare Majorante, sodass wir den Limes ε→
0+ unters Integral ziehen können. Für (b) haben wir die Abschätzung∣∣∣∣∣Λ−iλ

∞∑
k=0

(
E − iε

Λ

)k 1
k + iλ

∣∣∣∣∣ ≤ 1
|λ|

+
∞∑
k=1

∣∣∣∣E − iε

Λ

∣∣∣∣k ≤ 1
|λ|

+ C(E,Λ).

Die Konstante C(E,Λ) haben wir dabei (als obere Schranke uniform in ε, für ε hin-
reichend klein) durch Aufsummation der geometrischen Reihe erhalten. Wegen |C/(1−
e2πλ)| ≥ 1/|λ| ist nach Voraussetzung |Fl(λ)/λ| integrierbar.

Eine Majorante für (a) finden wir folgendermaßen: Es ist log(E− iε) = logR|E− iε|+
i arg(E− iε). Im Betrag |e−iλ log(E−iε)| = |eλ arg(E−iε)| sind für das Argument arg(E− iε)
für hinreichend kleine ε nur Werte in [3π/2, 2π] möglich (beachte die Lage von E −
iε unterhalb der Achse und die Wahl des Logarithmuszweiges in Lemma 3.2.6). Da
eλ3π/2/|1 − e2πλ| → 0 (λ → −∞) bzw. eλ2π/|1 − e2πλ| → 1 (λ → +∞) haben wir auf
λ < −a und auf λ > a eine integrierbare Majorante. Für λ ∈ [−a, a] haben wir die in

28



ε uniforme Schranke | e−iλ log(E−iε)

1−e2πλ | ≤ e2πa

|1−e2πλ| . Nach Voraussetzung an die Fl haben wir
somit eine integrierbare Majorante gefunden.

Ziehen wir also den Limes unters Integral, so haben wir∫ ∞

0
e−iEt〈G0,l, ht〉dt

=
1√
2

∫ ∞

−∞
dλ Fl(λ)

i√
2π

(
2πiE−iλe2πλ

1− e2πλ
− Λ−iλ

∞∑
k=0

(
E

Λ

)k 1
k + iλ

)

=
−2π√

2
E3/2M−1[Fl(λ)

e2πλ

1− e2πλ
](E)− i√

4π

∫ ∞

−∞
dλ Fl(λ)

( ∞∑
k=0

(
E

Λ

)k Λ−iλ

k + iλ

)
.

Im zweiten Schritt haben wir E3/2E−3/2 eingefügt, um das Ergebnis mittels der Mellin-
Transformation ausdrücken zu können. Mit e2πλ/(1−e2πλ) = (−1/2)(1+coth(πλ)) folgt
das Theorem.

Wir zeigen nun, dass der vom UV-Cutoff Λ abhängende Term in (3.14) für Λ → ∞
verschwindet. Wir sehen diesen Satz zusammen mit der Beliebigkeit von Λ als Rechtferti-
gung in der physikalischen Interpretation des Matrixelements diesen Term zu ignorieren.

Satz 3.2.4. Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.2.3 gilt:∫ ∞

−∞
F (λ)Λ−iλ

∞∑
k=0

(
E

Λ

)k 1
k + iλ

dλ→ 0 (Λ →∞).

Beweis. Wir können
∑∞

k=1 und
∫

dλ vertauschen, da
∑∞

k=1(E/Λ)k absolut konvergent
ist. Wir erhalten∣∣∣∣∣

∫
Fl(λ)Λ−iλ

∞∑
k=0

(
E

Λ

)k 1
k + iλ

dλ

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

(
E

Λ

)k ∣∣∣∣∫ Fl(λ)
1

k + iλ
e−iλ log Λdλ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ Fl(λ)
1

0 + iλ
e−iλ log Λdλ

∣∣∣∣ .
Im ersten Teil schätzen wir ab |

∫
Fl(λ) 1

k+iλe
−iλ log Λdλ| ≤

∫
|Fl(λ)

λ |dλ < ∞, da unter
den Voraussetzungen von Theorem 3.2.3 die Funktion Fl(λ)/λ integrierbar ist. Wegen∑

k≥1(E/Λ)k → 0 für Λ →∞ ist der erste Teil damit abgehandelt.
Im zweiten Teil erkennen wir die Fouriertransformierte einer L1-Funktion und somit

nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma |
∫
Fl(λ) 1

0+iλe
−iλxdλ| → 0 (x→∞).

Rein formal erhalten wir aus Theorem 3.2.3 und Korollar 3.2.2 mit χ(A) := (1 +
cothπA) durch den Funktionalkalkül definiert

〈
a∗+(h)ψα, ψi ⊗ Ω

〉
= −i

√
2πα3/2E3/2 〈ψel,pψi〉 ·

∫
S2

(χ(A)εh) (Eω)dω +O(α5/2).
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Wie in Abbildung 3.1 dargestellt ähnelt χ : λ 7→ (1 + cothπλ) einer Stufenfunktion, die
für λ < 0 verschwindet. Also ist zu erwarten, dass vor allem Anteile des Photonenzu-
standes aus Ranχ(A ≥ 0) zum Matrixelement beitragen. Da wir in Impulsdarstellung
gearbeitet haben, heißt dies: Im Wesentlichen tragen nur einlaufende Photonenzustände
zum Matrixelement bei; von auslaufenden Zuständen erwarten wir ein kleines Matrix-
element!

Es wäre interessant, diese Feststellung nicht-störungstheoretisch zu formulieren und
Anwendungen davon zu suchen.

Wir können das Ergebnis physikalisch so interpretieren: Das Matrixelement lässt sich
für große t schreiben als〈

a∗+(h)ψα, ψi ⊗ Ω
〉
≈
〈
a∗(ht)e−iEαtψα, e

−iHtψi ⊗ Ω
〉
,

beschreibt also die Approximation des zerfallenden Zustands e−iHtψi ⊗ Ω durch den
Grundzustand mit freiem Photon h. Für Zeiten t < 0 jedoch beschreibt a∗(ht)e−iEαtψα
keine Approximation an e−iHtψi ⊗ Ω; vielmehr ist zu erwarten, dass ht für t < 0 der
Zustand eines frei auf das Atom zufliegenden Photons ist, so dass das Photon für t→ +∞
dann vom Atom ausgehend weg zufliegen scheint.

Insbesondere ist heuristisch nicht zu erwarten, dass das Matrixelement als Kriterium
für eine uniforme Konvergenzabschätzung gegen die asymptotischen Erzeuger geeignet
ist, denn: Sei ein beliebiger einlaufender Photonenzustand h in Impulsdarstellung vor-
gegeben, d. h. der Träger von Mh liege im Bereich positiver λ. Nach Korollar 3.1.4 ist
zu erwarten, dass ht für Zeiten t < 0 „einlaufender“ ist, d. h. gegenüber Mh der Träger
von Mht in Richtung λ → +∞ gewandert ist. Auf Grund der waagrechten Asymptote
scheint das Matrixelement jedoch nicht zu unterscheiden zwischen Zuständen die mehr
oder weniger zu positiven λ verschoben sind. Für die zu t < 0 versetzten Zustände
ist aber langsamere Konvergenz gegen die asymptotischen Erzeuger (für t → +∞) zu
erwarten.

Das folgende Lemma zeigt die Existenz nicht-verschwindender Zustände, welche die
Voraussetzungen von Theorem 3.2.3 erfüllen.

Lemma 3.2.5. Seien Polarisationsvektoren gewählt mit ε(k/|k|) = ε(k) für alle k 6= 0.
Falls g ∈ L2(R3 × {1, 2}) mit εg ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3), so erfüllt h := Ag die Vorausset-
zungen von Theorem 3.2.3, d. h. es ist εh ∈ C2

0 (R3 \ {0},C3) und
∫ 1
−1

|Fl(λ)|
|1−e2πλ|dλ <∞.

Beweis. Auf f ∈ C∞
0 (R3; C3) ist der Dilatationserzeuger komponentenweise definiert:

(Af)j = 1
2(x · 1

i∇ + 1
i∇ · x)fj für j = 1, 2, 3.

Nach Voraussetzung ist ε(k) invariant unter Dilatationen, daher gilt

eiAt(εg) = ε(eiAtg). (3.18)

Für εg ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) ist offenbar Aεg ∈ C∞

0 (R3 \ {0}; C3). Da ε : L2(R3 ×
{1, 2}) → L2(R3; C3) eine Isometrie ist, sehen wir durch Ableiten der stark-stetigen
unitären Gruppe in Gl. (3.18), dass g ∈ D(A) und A(εg) = ε(Ag). Sei h := Ag.
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Abbildung 3.1.: Links: Graph der Funktion [−5, 5] \ {0} 3 λ 7→ 1 + coth(πλ). Dies zeigt,
dass die auslaufenden Anteile (λ < 0 in Impulsdarstellung) weitgehend abgeschnitten
werden. Rechts: Integrationsweg γ in der komplexen Ebene, mit Pol bei E − iε.

Wir erhalten fl = M((εh)l) = M((Aεg)l)) = λM((εg)l) und setzen fl,0 := M((εg)l) ∈
L1(R× S2). Dann ist

Fl(λ) =
∫
S2

fl(λ,ω) dω = λ

∫
S2

fl,0(λ,ω) dω = λ Fl,0(λ).

Es folgt ∫ 1

−1

|Fl(λ)|
|1− e2πλ|

dλ =
∫ 1

−1
|Fl,0(λ)| |λ|

|1− e2πλ|︸ ︷︷ ︸
≤ C

dλ <∞.

Wir führen noch die Berechnung des für den Beweis von Theorem 3.2.3 benötigten
Integrals als Lemma auf.

Lemma 3.2.6. Für E ∈ (0,Λ), ε ∈ (0,Λ− E) und λ ∈ R \ {0} gilt∫ Λ

0

w−iλ

ω − (E − iε)
dω = 2πi

e−iλ log(E−iε)

1− e2πλ
− Λ−iλ

∞∑
k=0

(
E − iε

Λ

)k 1
k + iλ

.

Beweis. Wir schreiben ω−iλ = exp(−iλ log(ω)) und wählen einen Zweig des Logarithmus
mit Definitionsbereich D := C\ [0,∞) und mit Repräsentant der Argumentfunktion mit
Wertebereich (0, 2π). Der Integrand hat dann als holomorphe Funktion fε(z) = e−iλ log(z)

z−(E−iε)
den Definitionsbereich D \ {E − iε}. Es handelt sich bei ω = E − iε um einen einfachen
Pol.

Der Residuensatz liefert mit dem geschlossenen Integrationsweg γ (vgl. Abb. 3.1)∮
γ

e−iλ log(z)

z − (E − iε)
dz = 2πiRes(E − iε) = 2πie−iλ log(E−iε).

Wir betrachten die Beiträge der verschiedenen Teilstücke des Integrationsweges γ. Das
Integral entlang γ1(t) = t + iδ, t ∈ [0,Λ], ist für δ → 0+ gerade das zu berechnende
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Integral. Das Integral entlang γ3(t) = −t − iδ gibt für δ → 0+ das zu berechnende
Integral mal einen Faktor −e−2πλ, da −iδ im Logarithmus für δ → 0+ den Winkel 2π
liefert. Der Weg γ4 ist als Halbkreis mit Radius δ und Mittelpunkt 0 definiert; dieses
Integral verschwindet für δ → 0+. Das Integral entlang des Kreisbogens γ2 mit Radius
Λ wird für δ → 0+ zu einem Integral über den ganzen Kreis. Also im Limes δ → 0+:

2πie−iλ log(E−iε) =
∫ Λ

0
fε(t)dt+ (−e2πλ)

∫ Λ

0
fε(t)dt+ (iΛ−iλ)

∫ 2π

0

eλteitdt
eit − (E − iε)/Λ

.

Den letzten dieser Summanden schreiben wir mit geometrischer Reihe und integrieren
gliedweise: ∫ 2π

0

eλteit

eit − (E − iε)/Λ
dt =

∫ 2π

0
eλt

∞∑
k=0

(
E − iε

Λeit

)k
dt

=
∞∑
k=0

(
E − iε

Λ

)k ∫ 2π

0
eλte−itkdt =

∞∑
k=0

(
E − iε

Λ

)k e2πλ − 1
λ− ik

.
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4. Der harmonische Oszillator mit
Kopplung ans quantisierte Feld

In diesem Kapitel beschränken wir uns auf den Fall eines quantenmechanischen har-
monischen Oszillators, welcher in Dipolnäherung an das quantisierte elektromagnetische
Feld gekoppelt ist. In diesem Fall ist der Hamilton-Operator quadratisch und die Be-
wegungsgleichungen lassen sich explizit lösen; wir können darauf basierend zeigen, dass
Resonanzen des Oszillators im Wesentlichen exponentiell relaxieren (Korollar 4.2.4).

Wir interessieren uns also für das Verhalten angeregter Zustände des Oszillators unter
der Zeitentwicklung erzeugt vom Hamilton-Operator

H =
(p + eAρ)

2

2m
+
mω2

0

2
x2 +Hf auf H = L2(R3)⊗F , (4.1)

wobei Aρ :=
∫

A(x)ρ(x)d3x das um den Ursprung mit der Ladungsverteilung ρ ausge-
schmierte in Coulomb-Eichung quantisierte Vektorpotential ist.

Die Funktion ρ ∈ C∞
0 (R3; R) sei nicht-negativ, rotationsinvariant und

normiert auf
∫
ρ(x)d3x = 1. Weiter sei supp ρ ⊂ B1/Λ(0) mit Λ > 0.

(4.2)

Es sind m > 0, ω0 > 0 Masse und Frequenz des Oszillators ohne Kopplung ans Feld und
e ∈ R die Elektronladung, mit welcher der Oszillator ans elektromagnetische Feld kop-
pelt. Man beachte die von den vorigen Kapiteln verschiedene Wahl der Einheiten. Der
Formfaktor und UV-Cutoff ρ̂ ist unter obigen Voraussetzungen reellwertig und rotations-
invariant. Es entspricht Λ →∞ der Entfernung des UV-Cutoffs oder anders interpretiert
dem Limes von ausgedehnter Ladungsverteilung zum Punktteilchen, wir arbeiten aber
mit festem Λ <∞.

Der Hamilton-Operator (4.1) ist selbstadjungiert auf D(H) = D(p2)∩D(x2)∩D(Hf )
[Ara91]. Er besitzt einen (bis auf eine Phase) eindeutigen Grundzustand ψg [Spo97],
dessen Energie-Eigenwert wir mit E bezeichnen.

Arai [Ara83] konstruiert für das Modell mit Wick-geordnetem Wechselwirkungsterm
rigoros die Lösung der Heisenberg-Gleichungen und diskutiert Spektrum, Asymptotische
Vollständigkeit, Streumatrix und den Limes für die Entfernung des Ultraviolett-Cutoffs.
Im einfacheren Modell eines eindimensionalen Oszillators gekoppelt an ein skalares Feld
diskutiert Arai diese Punkte in [Ara81]. Formal haben Thirring und Schwabl Phänomene
in diesem einfacheren Modell in Hinblick auf Laserstrahlung berechnet [ST64], jedoch
nur im Limes der Entfernung des UV-Cutoffs mit einer Renormierungsprozedur, welche
die auftretenden Gleichungen deutlich vereinfacht. Spohn [Spo97] zeigt rigoros asym-
ptotische Vollständigkeit der Rayleigh-Streuung für den harmonischen Oszillator mit
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kleiner anharmonischer Störung des Potentials. Die Abweichung von der harmonischen
Zeitentwicklung behandelt er mittels Dyson-Reihe.

4.1. Lösung in der klassischen Elektrodynamik

Die Dynamik des quantenmechanischen Systems (4.1) ist einfacher als im Falle z. B. eines
Coulomb-Potentials, da für quadratische Hamilton-Operatoren die quantenmechanische
Zeitentwicklung der Weyl-Operatoren durch die Lösung der entsprechenden klassischen
Bewegungsgleichungen ausgedrückt werden kann (Lemma 4.2.1) und die Bewegungs-
gleichungen linear sind. Um die Relaxationsgeschwindigkeit des quantenmechanischen
Modells zu bestimmen, lösen wir daher als ersten Schritt die klassischen Bewegungsglei-
chungen mit geeigneten Anfangsbedingungen.

Auch unabhängig vom quantenmechanischen Modell ist die Lösung des klassischen
Modells schon von Interesse. In der Literatur finden sich einige Behandlungen [AB76]
[Ste83] eines eindimensionalen Oszillators gekoppelt an ein skalares Feld, welche mit-
tels Laplace-Transformation Lösungen konstruieren. Diese machen allerdings alle von
speziellen Ladungsverteilungen oder UV-Cutoffs Gebrauch, sind nicht rigoros oder dis-
kutieren Abfalleigenschaften der Laplace-Transformierten (welche zur Rücktransforma-
tion via Residuensatz Voraussetzung sind) unzureichend. Eine analoge Behandlung des
Problems in der Elektrodynamik existiert auch [RZ76], mit ähnlichen Unzulänglichkei-
ten allerdings. Eine direkte Lösung ohne Fourier- oder Laplace-Transformation ist mög-
lich, allerdings nur mit Ladungsverteilung als charakteristische Funktion gewählt [HS89].
Physikalisch interessant wäre z. B. zu sehen, wie der Oszillator unter Abstrahlung elek-
tromagnetischer Wellen zum Potentialminimum relaxiert.

Wir liefern eine Lösung des klassischen Modells welche bis auf einen für t→∞ schnell
verschwindenden Fehlerterm explizit anschreibbar ist.

Wir bezeichnen mit q ∈ R3 die klassische Ortskoordinate des Oszillators, mit p ∈ R3

den Impuls, mit A : R3 → R3 das klassische Vektorpotential und mit π = −E : R3 → R3

das kanonisch konjugierte Feld zu A (bis aufs Vorzeichen das elektrische Feld). Wir
arbeiten wie in der quantisierten Theorie in Coulomb-Eichung ∇ ·A = 0 = ∇ · π. Die
klassische Hamilton-Funktion ist formal definiert durch

H(q,A,p,π) =
(p + eAρ)

2

2m
+
mω2

0

2
q2 +

1
2

∫
π(x)2 + (rotA(x))2 d3x, (4.3)

wobei Aρ =
∫

A(x)ρ(x)d3x das um den Ursprung mit der Ladungsverteilung ρ ausge-
schmierte Vektorpotential ist. Für die Ladungsverteilung ρ des Teilchens gelte (4.2).

Wir verzichten auf eine rigorose Definition und übernehmen die kanonischen Bewe-
gungsgleichungen direkt von Spohn [Spo97]. Sei P (k) die transversale Projektion. Spohn
gibt die Bewegungsgleichungen nach Fouriertransformation bzgl. der räumlichen Koor-
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dinaten der Felder an:
dq

dt (t) =
1
m

(
p(t) + e

∫
d3k′ρ̂(k′)P (k′)Â(k′, t)

)
(4.4)

dp

dt (t) = −mω2
0q(t) (4.5)

∂Â

∂t
(k, t) = π̂(k, t) ∀k ∈ R3 (4.6)

∂π̂

∂t
(k, t) = −|k|2Â(k, t)− eρ̂(k)P (k)

dq

dt (t) ∀k ∈ R3. (4.7)

Sei Dm der reelle Hilbertraum der Vektorfelder φ : R3 → R3 mit ∇ ·φ = 0 (Transversa-
lität) und φ̂

√
ω
m ∈ L2(R3; R3). Nach Spohn erzeugen die Bewegungsgleichungen einen

Fluss in R3 ⊕D1 ⊕R3 ⊕D−1 (für die Felder als Funktionen der Ortsraumkoordinaten).
Das Anfangswertproblem ist linear, um die Lösungen zu berechnen bietet sich also

Laplace-Transformation in der Zeitkoordinate an. Der Einfachheit halber beschränken
wir uns auf Anfangsbedingungen mit verschwindenden Feldern, A(x, 0) = π(x, 0) =
0 ∀x ∈ R3. (Würden wir nichtverschwindende Felder als Anfangsbedingung zulassen, so
erwarten wir immer noch ein Relaxationsverhalten, falls die Anfangsfeldkonfigurationen
im Unendlichen verschwinden.)

Lemma 4.1.1 (Existenz der Laplace-Transformierten). Für Anfangsbedingungen mit
verschwindenden Feldern sind die Lösungen der Bewegungsgleichungen (4.4) bis (4.7) so
beschaffen, dass die Laplace-Transformierten außer für k = 0 in der gesamten rechten
Halbebene Re z > 0 existieren.

Beweis. Wir schreiben H(t) := H(q(t),A(t),p(t),π(t)).
Die Gleichungen (4.6) und (4.7) für die Felder lösen wir für festes k ∈ R3 als gewöhnli-

che DGL mit durch q̇(t) vorgegebener Inhomogenität: Gleichung (4.6) in (4.7) eingesetzt
gibt

∂2Â(k, t)
∂t2

+ |k|2Â(k, t) = −eρ̂(k)P (k)q̇(t).

Mit der Anfangsbedingung verschwindender Felder finden wir dafür folgende Lösung:

Â(k, t) =
eρ̂(k)P (k)

|k|

(
cos(|k|t)

∫ t

0
q̇(s) sin(|k|s)ds− sin(|k|t)

∫ t

0
q̇(s) cos(|k|s)ds

)
.

(4.8)
Am räumlichen Abfall von ρ̂ lesen wir via (4.8) ab, dass die Feldenergie∫

|π̂(k, t)|2 + |k × Â(k, t)|2 d3k
Plancherel=

∫
π(x, t)2 + (rotA(x, t))2 d3x

für alle t endlich ist. Außerdem zeigen wir unter Verwendung von (4.8), dass wir zur
Berechnung von dH(t)/dt die Ableitung unters Integral ziehen können. Damit finden wir
unter Verwendung der Bewegungsgleichungen, dass dH(t)/dt = 0 (für diese Rechnung
ist es nützlich in den Integralen mittels Plancherel zu den fouriertransformierten Größen
überzugehen). Das beweist Energieerhaltung H(t) = H(0) <∞ ∀t ∈ R.
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Wir verwenden die Energieerhaltung um das Wachstum von q(t), p(t) und punktweise
das Wachstum der Felder abzuschätzen:

Sei E := H(0). Die Hamilton-Funktion (4.3) besteht aus vier nicht-negativen Sum-
manden. Wir sehen mω2

0q(t)2 ≤ 2E, also |q(t)| ≤ C <∞ für alle t ∈ R. Nach (4.5) folgt
|ṗ(t)| ≤ C und daher |p(t)| ≤ C(t+ 1) für alle t ≥ 0.

Weiter ist 2E ≥
∫

(rotA(x, t))2d3x =
∫
|k×Â(k, t)|2d3k. Da auf Grund der Coulomb-

Eichung k ⊥ Â(k, t) gilt, ist |k × Â(k, t)| = |k||Â(k, t)|. Damit und mit Hölder:∣∣∣∣∫ ρ̂(k)Â(k, t)d3k

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ρ̂(k)
|k|

|k|Â(k, t)d3k

∣∣∣∣ ≤
(∫ ∣∣∣∣ ρ̂(k)

|k|

∣∣∣∣2 d3k

)1/2

(2E)1/2 <∞.

(4.9)
Aus (4.9) und (4.4) erhalten wir

|q̇(t)| ≤ |p(t)|
m

+
e

m

∣∣∣∣∫ ρ̂(k)Â(k, t)d3k

∣∣∣∣ ≤ C(t+ 1) für alle t ≥ 0. (4.10)

Das zeitliche Wachstum der Felder schätzen wir mittels (4.8) und (4.10) ab:

|Â(k, t)| ≤ |e||ρ̂(k)|
|k|

2
∫ t

0
|q̇(s)|ds ≤ C

|ρ̂(k)|
|k|

(t2 + 1).

Aus Gleichung (4.7) folgt jetzt |∂π̂(k, t)/∂t| ≤ C(k)(t2 + 1) und daraus |π̂(k, t)| ≤
C(k)(t3 + 1). Es wachsen q, p, Â(k) und π̂(k) also höchstens wie t3 an.

Die Laplace-Transformation L in der Zeitkoordinate liefert:

L[q](s)s− q(0) =
1
m
L[p](s) +

e

m

∫
d3k′ρ̂(k′)P (k′)L[Â](k′, s) (4.11)

L[p](s)s− p(0) = −mω2
0L[q](s) (4.12)

L[Â](k, s)s = L[π̂](k, s) (4.13)
L[π̂](k, s)s = −|k|2L[Â](k, s)− eρ̂(k)P (k) (L[q](s)s− q(0)) (4.14)

Dieses System linearer Gleichungen lässt sich explizit nach L[q], L[p], L[Â] und L[π̂]
auflösen. Dabei verschwindet die Projektion P (k) aus den Gleichungen durch Ausführen
der Winkelintegration, denn es ist

∫
S2 dΩkikj

|k|2 = 4π
3 δij . Wir erhalten Ausdrücke wie z. B.

L[q](s) =
p(0) + q(0)

(
ms+ e2s2

3

∫
d3k ρ̂(k)2

k2+s2

)
mω2

0 +ms2 + e2s2 2
3

∫
d3k ρ̂(k)2

k2+s2

.

Das hier auftretende 2
3e

2
∫

d3k ρ̂(k)2

k2+s2
ist als Funktion von s analytisch auf dem Gebiet

Re s > 0. Wie Spohn setzen wir diese Funktion zu einer ganzen Funktion fort als

f(s) :=
2
3
α

∫
d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

e−s|x−x′|

|x− x′|
, mit α :=

e2

4π
.

Für Re s > 0 zeigt Fouriertransformation der ρ die Übereinstimmung von f(s) und
2
3e

2
∫

d3k ρ̂(k)2

k2+s2
.
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Lemma 4.1.2. Die Funktion f : C → C ist ganz, d. h. überall auf C holomorph.
Beweis. Nach dem Satz von Morera genügt zu zeigen: Die Funktion f ist stetig und
erfüllt

∫
∂∆ f(z)dz = 0 für alle Dreiecke ∆ in C.

Da ρ ∈ C∞
0 (R3) und die 1/|x|-Singularität in R3 integrierbar ist, ist Stetigkeit durch

eine elementare Abschätzung klar.
Da z 7→ e−z|x−x′| für festes x und x′ analytisch ist, folgt

∫
∂∆ f(z)dz = 0 falls sich

die Integrale
∫
∂∆ dz und

∫
d3x

∫
d3x′ vertauschen lassen. Nach Tonelli und Fubini ge-

nügt zu zeigen, dass
∫
∂∆ dz

∫
d3x

∫
d3x′|ρ(x)ρ(x′) e

−z|x−x′|

|x−x′| | < ∞. Mit der Abschätzung
|e−z|x−x′|| ≤ exp(maxz∈∂∆|Re z|2/Λ) ist dies klar.

Weiter führen wir die Funktion ĥ ein, definiert durch

ĥ(z)−1 := m(ω2
0 + z2) + z2 2

3
α

∫
d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

e−z|x−x′|

|x− x′|
, z ∈ C. (4.15)

Offenbar ist z 7→ ĥ(z)−1 eine ganze Funktion. Es wird sich zeigen, dass ihre Nullstellen
Polen der Laplace-Transformierten entsprechen; rechnet man die Laplace-Rücktransfor-
mation mittels des Residuensatzes aus, so bestimmt die Lage der Pole das Abfallverhalten
der Rücktransformierten, d. h. der Lösung der Bewegungsgleichungen. Die Lage der Pole
von ĥ schätzen wir in Unterkapitel 4.1.1 ab. Wir verwenden von dort, dass (vorausgesetzt
Λ > (9 + 1/3)ω0) für alle S > ω0 ein α0 > 0 existiert, sodass für alle α ∈ (0, α0)

• im Bereich Re s > −S genau zwei Pole liegen;

• diese Pole negativen Realteil haben;

• keine Pole mit Realteil −S auftreten.
Diese beiden Pole sind zueinander komplex konjugiert, da ĥ(z) = ĥ(z).

Wir bezeichnen die beiden genannten Pole mit z0 und z̄0. (4.16)

Durch ĥ und f ausgedrückt lauten die aufgelösten Gleichungen für die Laplace-Trans-
formierten:

L[q](s) = p(0)ĥ(s) + q(0)

(
1
s
−mω2

0

ĥ(s)
s

)
(4.17)

L[p](s) = p(0)

(
1
s
−mω2

0

ĥ(s)
s

)
−mω2

0q(0)(m+ f(s))ĥ(s) (4.18)

L[π̂](k, s) = −eρ̂(k)P (k)
s

k2 + s2

(
sp(0)ĥ(s)− q(0)mω2

0ĥ(s)
)

(4.19)

L[Â](k, s) = −eρ̂(k)P (k)
1

k2 + s2

(
sp(0)ĥ(s)− q(0)mω2

0ĥ(s)
)
. (4.20)

Mit dem nächsten Lemma zeigen wir, wie sich die Lage der Pole auf die zeitlichen
Abfalleigenschaften einer Laplace-Rücktransformierten auswirkt. Da wir keinen Abfall
in Richtung Re z → −∞ voraussetzen können, behalten wir einen Fehlerterm aus der
Anwendung des Residuensatzes bei.
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Abbildung 4.1.: Integrationsweg für die Anwendung des Residuensatzes in Lemma 4.1.3.
Beispielhaft sind zwei Pole eingezeichnet, die zur Rücktransformierten beitragen. Links
von Re z = −S liegen evtl. weitere Pole. CR, γ1, γ2, γ3: Teilstücke des Integrationsweges.

Lemma 4.1.3. Sei S > 0. Sei g : C → C eine meromorphe Funktion mit endlich vielen
Polen zk, k = 1 . . . n, in CS := {z ∈ C : Re z > −S}. Die zk seien einfache Pole.
Es besitze g keine Pole mit positivem Realteil und keine Pole mit Realteil −S. Ferner
existiere eine Konstante KS und ein M > 0, sodass

|g(z)| ≤ KS |Im z|−2 für alle z mit |Im z| > M und Re z ∈ [−S, S].

Dann existieren eine Funktion gS(t) und eine Konstante CS, sodass für alle t > 0

L−1[g](t) =
m∑
k=1

Res(g, zk)ezkt + e−StgS(t), |gS(t)| ≤ CS .

Beweis. Die Laplace-Rücktransformation ist für t > 0 gegeben durch

L−1[g](t) =
1

2πi
lim
R→∞

∫
CR

eztg(z)dz,

wobei CR der Integrationsweg CR(u) = S + iu mit u ∈ [−R,R] ist.
Sei R > maxk=1...n|Im zk|. Betrachte den in Abb. 4.1 dargestellten geschlossenen Inte-

grationsweg. Nach dem Residuensatz ist

1
2πi

∫
CR

eztg(z)dz =
n∑
k=1

Res(eztg(z), zk)−
1

2πi

∫
γ1+γ2+γ3

eztg(z)dz.

Die Residuen sind

Res(eztg(z), zk) = lim
z→zk

(z − zk)eztg(z) = ezkt lim
z→zk

(z − zk)g(z)

Der Beitrag des Integrals über die Wege γ1 und γ2 wird folgendermaßen abgeschätzt:
Es ist γ1(u) = u+ iR, u ∈ [−S, S], also |

∫
γ1
eztg(z)dz| ≤ eSt

∫ S
−S |g(u+ iR)|du. Für den
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Integranden haben wir nach Voraussetzung quadratischen Abfall bezüglich des Imagi-
närteils des Arguments. Im Limes R → ∞ werden also die Integrale entlang γ1 und γ2

verschwinden.
Der Beitrag des Integrals entlang γ3 ist:∫

γ3

eztg(z)dz = −
∫ R

−R
e(−S+iu)tg(−S + iu)idu

= −ie−St
∫ R

−R
eiutg(−S + iu)du.

Wir setzen gS(t) := −i limR→∞
∫ R
−R e

iutg(−S + iu)du. Wegen des Abfalls wie 1/u2 exis-
tiert limR→∞

∫ R
−R|g(−S + iu)|du =: CS <∞.

Mit diesem Wissen machen wir uns an die Berechnung der Laplace-Rücktransformier-
ten zu (4.17) und (4.18). Die Funktionen ĥ(s), ĥ(s)/s und (m+ f(s))ĥ(s) erfüllen nach
Lemma 4.1.5 die Voraussetzungen von Lemma 4.1.3; dieses liefert mit a0 := Res(ĥ, z0):

L−1[ĥ](t) = a0e
z0t + ā0e

z̄0t + e−StgS(t), |gS(t)| ≤ CS .

Wir verwenden gS generisch für verschiedene Funktionen mit |gS(t)| ≤ CS . Dann haben
wir weiter

L−1[
1
s
−mω2

0

ĥ(s)
s

](t) = 1−mω2
0L−1[

ĥ(s)
s

(t)]

= 1−mω2
0

(
Res(est

ĥ(s)
s
, 0) + Res(est

ĥ(s)
s
, z0) + Res(est

ĥ(s)
s
, z̄0) + e−StgS(t)

)
.

Schreiben wir ĥ explizit aus, so sehen wir, dass Res(est ĥ(s)s , 0) = 1
mω2

0
. Es folgt

L−1[
1
s
−mω2

0

ĥ(s)
s

](t) = −mω2
0

(
a0

z0
ez0t + c.c.

)
+ e−StgS(t).

Mit der Linearität von L−1 erhalten wir somit

q(t) = p(0)
(
a0e

z0t + c.c.
)
− q(0)mω2

0

(
a0

z0
ez0t + c.c.

)
+ e−StgS(t) (4.21)

p(t) = −p(0)mω2
0

(
a0

z0
ez0t + c.c.

)
−mω2

0q(0)
(
(m+ f(z0))a0e

z0t + c.c.
)

+ e−StgS(t).

(4.22)

Es bleibt noch die Rücktransformation von (4.19) und (4.20) zu berechnen. Mit der
Linearität von L−1 haben wir zunächst

π̂(k, t) = −eρ̂(k)P (k)
(
p(0)l2(t)− q(0)mω2

0l1(t)
)

(4.23)
Â(k, t) = −eρ̂(k)P (k)

(
p(0)l1(t)− q(0)mω2

0l0(t)
)
, (4.24)
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wofür zu berechnen sind

li(t) := L−1[
siĥ(s)
s2 + k2 ] mit i = 0, 1, 2. (4.25)

Die Rücktransformierten (4.25) können wir wie in Lemma 4.1.3 durch die Residuen
und einen Fehlerterm ausdrücken, einziger Unterschied hier wird sein, dass wir den Feh-
lerterm detaillierter abschätzen um seine k-Abhängigkeit zu kontrollieren. Da ρ̂(k) wie
eine beliebige Potenz (1 + |k|)−n abfällt, sind in |k| polynomial wachsende Fehlerterme
akzeptabel: zusammengenommen ergibt sich immer noch eine bzgl. k beschränkte und
schnell abfallende Funktion.

In (4.25) haben wir einfache Pole bei s = ±i|k| zusätzlich zu den Polen z0 und z̄0 von
ĥ. Die Residuen bei s = z0 und s = z̄0 liefern exponentiell abfallende Terme ez0t und
ez̄0t. Für die Residuen bei s = ±i|k| ist der Exponentialfaktor e±i|k|t oszillierend.

• Wir machen die Berechnung von l1 detailliert. Wir verwenden den Residuensatz
mit dem Integrationsweg wie im Beweis von Lemma 4.1.3. Es fällt sĥ(s)

(s+i|k|)(s−i|k|)
wie |Im s|−3 ab, die Beiträge der Wege γ1 und γ2 verschwinden für R → ∞ also.
Schreiben wir noch den von γ3 stammenden Fehlerterm explizit an, so erhalten wir

l1(t) =

(
z0a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

ĥ(i|k|)
2

ei|k|t + c.c.
)

(4.26)

+ (−i)e−St lim
R→∞

∫ R

−R
eiut

(−S + iu)ĥ(−S + iu)
(−S + iu+ i|k|)(−S + iu− i|k|)

du︸ ︷︷ ︸
=: gS(|k|,t)

. (4.27)

Für den Integranden in (4.27) haben wir die Abschätzung∣∣∣∣∣ eiut(−S + iu)ĥ(−S + iu)
(−S + iu+ i|k|)(−S + iu− i|k|)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ ĥ(−S + iu)
−S + iu− i|k|

+
i|k|ĥ(−S + iu)
(−S + iu)2 + k2

∣∣∣∣∣
≤ (1 + |k|)O(|u|−2).

Der Abfall wie 1/|u|2 genügt für Integrierbarkeit von −∞ bis ∞ und wir erhalten
damit |gS(|k|, t)| ≤ (1 + |k|)CS .

• Analog erhalten wir für l0

l0(t) =

(
a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

ĥ(i|k|)
2i|k|

ei|k|t + c.c.
)

+ e−StgS(|k|, t) (4.28)

mit Fehlerterm |gS(|k|, t)| ≤ CS .

• Für l2 erhalten wir

l2(t) =

(
z2
0a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

i|k|ĥ(i|k|)
2

ei|k|t + c.c.
)

+ e−StgS(|k|, t)

(4.29)
mit Fehlerterm |gS(|k|, t)| ≤ (1 + |k|2)CS .
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Wir fassen das Ergebnis dieser Rechnungen als Theorem zusammen:

Theorem 4.1.4 (Lösung des klassischen AWP). Die Ladungsverteilung ρ erfülle (4.2)
mit Λ > (9 + 1/3)ω0 und es sei S > ω0. Wir definieren ĥ gemäß (4.15), z0 durch die
Pole von ĥ gemäß (4.16) und a0 := Res(ĥ, z0).

Dann existiert α0 > 0, sodass für α ∈ (0, α0) die Lösung der kanonischen Bewegungs-
gleichungen (4.4) bis (4.7) mit Anfangsbedingung

A(x, 0) = π(x, 0) = 0 ∀x ∈ R3 und p(0) und q(0) beliebig

für t > 0 gegeben ist durch

q(t) = p(0)
(
a0e

z0t + c.c.
)
− q(0)mω2

0

(
a0

z0
ez0t + c.c.

)
+ e−StgS(t)

p(t) = −p(0)mω2
0

(
a0

z0
ez0t + c.c.

)
− q(0)mω2

0

(
−mω2

0

a0

z2
0

ez0t + c.c.
)

+ e−StgS(t)

Â(k, t) = −eρ̂(k)P (k)
[
p(0)

(
z0a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

ĥ(i|k|)
2

ei|k|t + c.c.
)

− q(0)mω2
0

(
a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

ĥ(i|k|)
2i|k|

ei|k|t + c.c.
)]

+ P (k)e−StgS(|k|, t)

π̂(k, t) = −eρ̂(k)P (k)
[
p(0)

(
z2
0a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

i|k|ĥ(i|k|)
2

ei|k|t + c.c.
)

− q(0)mω2
0

(
z0a0

(z0 + i|k|)(z0 − i|k|)
ez0t +

ĥ(i|k|)
2

ei|k|t + c.c.
)]

+ P (k)e−StgS(|k|, t).

Die Fehlerterme erfüllen (mit CS einer S-abhängigen Konstante und n ∈ N beliebig):

|gS(t)| ≤ CS , |gS(|k|, t)| ≤ CS,n(1 + |k|)−n ∀k ∈ R3, t > 0. (4.30)

Bemerkungen: Da ρ̂(k) rotationssymmetrisch ist, hängen die Lösungen abgesehen von
der transversalen Projektion nur von |k| ab.

Die gS, gS und CS stehen generisch für Funktionen bzw. Konstanten, die von Glei-
chung zu Gleichung verschieden sein können. Insbesondere werden sie von den Anfangs-
werten p(0) und q(0) abhängen.

Für t = 0 stimmen diese Ausdrücke (wie es allgemein Eigenschaft der Laplace-Rück-
transformationsformel ist) nicht mit der Lösung des AWPs überein.

Beweis. Für α ausreichend klein sind nach Theorem 4.1.9 die Punkte vor (4.16) erfüllt.
Es genügt nun (4.21) bis (4.29) zusammenzufassen. Zu (4.22) sei angemerkt, dass m +
f(z0) = −mω2

0/z
2
0 , da 0 = ĥ(z0)−1 = mω2

0 +mz2
0 + z2

0f(z0).
Um für gS(|k|, t) die Schranke (4.30) zu finden, benutzen wir |ρ̂(k)| ≤ Cn(1 + |k|)−n.
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Insbesondere zeigt Theorem 4.1.4, dass

|q(t)|, |p(t)| ≤ Ce−|Re z0|t ∀t > 0, (4.31)

wohingegen die Felder Â, π̂ rein oszillierende Anteile (d. h. mit Zeitabhängigkeit e±i|k|t)
haben. Der harmonische Oszillator relaxiert also unter Abstrahlung von elektromagne-
tischen Wellen exponentiell. Im folgenden Unterkapitel werden wir die Relaxationsrate
|Re z0| abschätzen.

Wir hängen hier noch ein zuvor verwendetes Lemma zur Abschätzung von ĥ und f
an:

Lemma 4.1.5. Sei S ≥ 0. Dann existiert eine Konstante KS, sodass für alle z mit
Re z ∈ [−S, S] und Im z 6= 0 gilt

|f(z)| ≤ KS |Im z|−1

und ferner existiert ein M > 0, sodass für |Im z| > M und Re z ∈ [−S, S] gilt

|ĥ(z)| ≤ KS |Im z|−2.

Beweis. Zuerst bringen wir f in eine leichter abschätzbare Form. Da der Integrand
invariant ist unter Vertauschung von x mit x′ haben wir∫

d3x

∫
d3x′ ρ(x)ρ(x′)

e−z|x−x′|

|x− x′|
= 2

∫
d3x

∫
|x′|≥|x|

d3x′ ρ(x)ρ(x′)
e−z|x−x′|

|x− x′|
.

Wir schreiben nun das Integral über x′ in Kugelkoordinaten. Dabei nehmen wir den
Winkel zwischen x′ und x als Polarwinkel θ. Der Integrand ist dann unabhängig vom
Azimutwinkel φ ∈ (0, 2π), das Integral über φ liefert also einfach einen Faktor 2π. Nun
setzen wir |x − x′| =

√
|x|2 + |x′|2 − 2|x||x′| cos θ ein und substituieren u := cos θ; das

Integral über u ist leicht ausrechenbar.
Wir gehen nun mit dem Integral über x zu Kugelkoordinaten mit Winkeln θ̃, φ̃ über.

Wir sehen, dass der Integrand auf Grund der obigen Wahl von θ nicht von θ̃ und φ̃ abhän-
gig ist, diese liefern also integriert nur einen Faktor 4π. Wir erhalten unter Verwendung
der Rotationsinvarianz von ρ und mit r = |x|, r′ = |x′| somit

f(z) =
2
3
α

(4π)2

z

∫ ∞

0
dr rρ(r)(erz − e−rz)

∫ ∞

r
dr′ r′ρ(r′)e−r′z.

Wegen Re z ∈ [−S, S] sind |erz| und |e−rz| durch erS majorisiert, unabhängig von Im z.
Daher sehen wir am Vorfaktor 1/z, dass |f(z)| ≤ C|Im z|−1.

Wir wenden uns nun ĥ zu. Es sei a = Re z und b = Im z, dann gilt:

|ĥ(a+ ib)−1| =
∣∣∣∣m(ω2

0 + (a+ ib)2) + (a+ ib)2
2
3
α

∫
dxdx′

ρ(x)ρ(x′)
|x− x′|

e−(a+ib)|x−x′|
∣∣∣∣

≥ m
∣∣ω2

0 + (a+ ib)2
∣∣− |a+ ib|2|f(a+ ib)|

≥ |a+ ib|2(m− |f(a+ ib)|)−mω2
0

≥ b2(m− C|b|−1)−mω2
0.
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Für |b| groß genug wird m− C|b|−1 ≥ m/2. Also erhalten wir

|ĥ(a+ ib)|−1 ≥ b2m/2−mω2
0.

4.1.1. Abschätzung der Relaxationsrate
Im Folgenden bestimmen wir die Lage der Pole von

z 7→ ĥ(z) =

(
m(ω2

0 + z2) + z2 2
3
α

∫
d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

e−z|x−x′|

|x− x′|

)−1

.

Die Pole bestimmen das Abfallverhalten der Lösungen der Bewegungsgleichungen. Wir
schreiben in diesem Unterkapitel ĥ−1 : z 7→ ĥ(z)−1 = 1/ĥ(z) für den Kehrwert, nicht die
Umkehrfunktion. Wir erinnern ferner daran, dass ĥ(z) = ĥ(z).

Für α = 0 liegen die Nullstellen von ĥ−1 offenbar bei z(0) = ±iω0; wir betrachten
den Fall α > 0 als Störung und verwenden den Satz von Rouché und das Implizite-
Funktionen-Theorem um die Lage der verschobenen Nullstellen zu bestimmen. (Der
Satz von Rouché wird einmal mit einem möglichst kleinen Gebiet und einmal mit einem
möglichst großen Gebiet angewendet. Dadurch können wir die verschobenen Nullstel-
len im kleinen Gebiet lokalisieren und das Auftreten zusätzlicher Nullstellen im großen
Gebiet ausschließen.)

Die Schwierigkeit beim Umgang mit ĥ−1 besteht darin, dass e−z|x−x′| im Integranden
für |z| → ∞ beliebig stark oszillieren und gleichzeitig im Betrag sehr groß werden kann,
weshalb z. B. Stationäre-Phase-artige Ansätze zur Abschätzung des Integrals keinen Er-
folg bringen. Liese sich dieses Integral gut kontrollieren, so wären evtl. Pole mit großem
negativem Realteil ausschließbar und die Fehlerterme in Theorem 4.1.4 eliminierbar. Ei-
ne analytische Fortsetzung wie bei Arai [Ara81] [Ara83] konstruiert ermöglicht zu zeigen,
dass ĥ−1 nicht mehr als zwei Nullstellen besitzt, erfordert aber Voraussetzungen an ρ̂(k),
welche zu unseren Voraussetzungen (4.2) inkompatibel sind.

Wir geben zunächst eine obere Schranke dafür an, wie weit für α = e2

4π > 0 die Null-
stellen von ±iω0 weg geschoben werden. Unsere Abschätzung ist offenbar verschärfbar,
zu Gunsten einer einfachen Aussage verzichten wir aber darauf.

Lemma 4.1.6. Sei D(ρ) :=
∫

d3x
∫

d3x′ ρ(x)ρ(x′)
|x−x′| . Es bezeichne im Folgenden e die

Eulersche Zahl. Sei α ≥ 0 so klein, dass

(1) α
16ω0D(ρ)e

3mΛ
< 1 und (2) η := α

8D(ρ)e
3m

< 1.

Dann hat ĥ−1 genau eine Nullstelle z0 im Ball Bηω0(iω0) ⊂ C. Insbesondere gilt
−ηω0 < Re z0, genauso für die komplex-konjugierte Nullstelle z̄0.

Bemerkung: Für Λ > 2ω0 folgt (1) bereits aus (2).

Beweis. Wir verwenden den Satz von Rouché. Sei g(z) := m(ω2
0 +z2); g hat die Nullstel-

len ±iω0. Wir beschränken uns auf die Nullstelle in der oberen Halbebene und werden
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Abbildung 4.2.: Links: Zum Beweis von Lemma 4.1.6. Dünne Linie: Graph der Funktion
p : δ 7→ δ · e−δ. Dicke Linie: Sekante durch Ursprung und Maximum von p. Gestrichelte
Linie: Konstante Funktion δ 7→ c0.
Rechts: Gebiet K für die Anwendung des Satz von Rouché in Lemma 4.1.7.

zeigen, dass |ĥ−1(z) − g(z)| < |g(z)| für alle z ∈ ∂Bε(iω) (wir nennen dies im weite-
ren Rouché-Ungleichung), wobei wir zu vorgegebenem α ein möglichst kleines ε > 0
konstruieren.

Sei z = iω0 + εeit mit ε < ω0. Wir schätzen die rechte Seite der Rouché-Ungleichung
nach unten ab:

|ω2
0 + z2| = |2iω0ε+ ε2eit| ≥ |2iω0ε| − |ε2eit| = 2ω0ε− ε2 > 2ω0ε− ω0ε.

Wir schätzen die linke Seite der Rouché-Ungleichung nach oben ab:

|ĥ−1(z)− g(z)| ≤ |z|2 2
3
α

∫
d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

e−Re z|x−x′|

|x− x′|
< eε2/Λα

8ω2
0D(ρ)
3

.

Hier haben wir verwendet, dass |x− x′| ≤ 2/Λ, Re z ∈ [−ε, ε] und |z|2 < 4ω2
0.

Wir substituieren nun δ := ε2/Λ. Dann ist hinreichend für die Gültigkeit der Rouché-
Ungleichung, dass hier die mittlere Ungleichung gilt:

|ĥ−1(z)− g(z)| < eδα
8ω2

0D(ρ)
3

z.z.
≤ mω0δΛ/2 < |g(z)|.

Die mittlere Ungleichung ist äquivalent zu c0 := α16ω0D(ρ)
3mΛ ≤ δe−δ =: p(δ). (Die Funktion

p hat das globale Maximum (1, 1/e), daher die Voraussetzung α16ω0D(ρ)
3mΛ < 1/e damit

eine Lösung der Ungleichung existiert.) Wir suchen ein möglichst kleines δ mit c0 ≤ p(δ).
Vergleiche dazu Abbildung 4.2: Da p links des Maximums konkav ist, erhalten wir ein δ
welches die Ungleichung erfüllt folgendermaßen: Wir legen eine Sekante durch den Punkt
(0, 0) und das Maximum von p. Am Schnittpunkt δ0 der Sekante δ 7→ 1/e · δ mit der
Geraden δ 7→ c0 gilt offenbar c0 = 1/e · δ0, also

c0 = 1/e · δ0 ≤ δ0e
−δ0 .
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Nach Rücksubstitution von ε = δΛ/2 sehen wir, dass somit die Rouché-Ungleichung
erfüllt ist für ε = α8D(ρ)e

3m ω0 = ηω0. Also hat ĥ−1 genau eine Nullstelle in Bηω0(iω0).

Mit dem folgenden Lemma schließen wir weitere Nullstellen außer den in Lemma 4.1.6
gefundenen weitgehend aus.

Lemma 4.1.7. Sei S > ω0 und α ≥ 0 so klein, dass α2D(ρ)
3m <

(
1− ω2

0
S2

)
e−2S/Λ. Dann

besitzt die Funktion ĥ−1 genau zwei (mit Vielfachheit gezählt) Nullstellen in CS = {z ∈
C : Re z > −S} und keine Nullstellen mit Realteil −S.

Beweis. Wir verwenden den Satz von Rouché um mit der Funktion z 7→ m(ω2
0 + z2) zu

vergleichen. Sei S > ω0, R ≥ S und sei K das Gebiet wie in Abb. 4.2 skizziert. Zu zeigen
ist die Rouché-Ungleichung

2
3
α

∣∣∣∣∣
∫

d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

e−z|x−x′|

|x− x′|

∣∣∣∣∣ < m

∣∣∣∣1 +
ω2

0

z2

∣∣∣∣ ∀z ∈ ∂K, (4.32)

wobei wir bereits beidseitig durch |z|2 geteilt haben.
Die linke Seite von (4.32) schätzen wir unter Verwendung von Re z ≥ −S nach oben

ab:
2
3
α

∣∣∣∣∣
∫

d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

e−z|x−x′|

|x− x′|

∣∣∣∣∣ ≤ 2
3
αe2S/ΛD(ρ). (4.33)

Die rechte Seite von (4.32) schätzen wir nach unten ab, wobei wir verwenden, dass
|z| ≥ S:

m

∣∣∣∣1 +
ω2

0

z2

∣∣∣∣ ≥ m

(
1− ω2

0

|z|2

)
≥ m

(
1− ω2

0

S2

)
. (4.34)

Da nach Voraussetzung 2
3αe

2S/ΛD(ρ) < m
(
1− ω2

0
S2

)
ist, gilt nach dem Satz von Rouché,

dass ĥ−1 im Gebiet K genau zwei Nullstellen hat. Da R in dieser Ungleichung nicht
auftaucht, können wir R beliebig groß wählen und so mit Gebieten K ganz CS abdecken.

Als nächstes geben wir eine untere Schranke dafür an, wie weit für α > 0 die Nullstellen
von ±iω0 weg geschoben werden.

Lemma 4.1.8. Es existiert eine holomorphe Funktion α 7→ z(α), definiert auf einer
Umgebung U ⊂ C von α = 0, mit z(0) = +iω0 und ĥ−1(z(α)) = ĥ−1(z(α)) = 0 für alle
α ∈ U .

Sei Λ > (9 + 1
3)ω0. Dann existiert ein α0 > 0, sodass für α ∈ (0, α0) gilt:

Re z(α) < −α ω0

3m

∫
d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

sin(ω0|x− x′|)
|x− x′|

< 0

und
Im z(α) < ω0

(
1− α

3m

∫
d3x

∫
d3x′ρ(x)ρ(x′)

cos(ω0|x− x′|)
|x− x′|

)
< ω0.
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Beweis. Wir betrachten wieder nur die Nullstelle in der oberen Halbebene. Wir setzen
f(α, z) := ĥ−1(z) und wissen, dass f(0,+iω0) = 0. Es ist f als Funktion von (α, z) ∈ C2

holomorph und ∂f
∂z (0, iω0) 6= 0. Nach dem Implizite-Funktionen-Theorem für holomorphe

Funktionen [Kra82, Thm. 1.4.11] existiert auf einer Umgebung U ⊂ C von α = 0 eine
holomorphe Funktion α 7→ z(α) mit f(α, z(α)) = 0. Für die reell-analytische Funktion
α 7→ Re z(α) (für α 7→ Im z(α) analog) haben wir die Taylorentwicklung:

Re z(α) = Re z(0) + αRe z′(0) +
α2

2
Re z′′(t), t ∈ (0, α).

Falls wir zeigen können, dass Re z′′(0) < 0, dann existiert ein α0 > 0, so dass Re z′′(t) < 0
für t ∈ [0, α0), womit Re z(0) + αRe z′(0) zur oberen Schranke für Re z(α) wird.

Berechnung der Ableitungen: Für die erste Ableitung berechnen wir einfach

z′(0) = −
(
∂f

∂z

)−1 ∂f

∂α

∣∣∣
α=0, z=iω0

.

Für die zweite Ableitung liefert implizite Differentiation:

z′′(α) = −
(
∂f

∂z

)−3
(
∂2f

∂α2

(
∂f

∂z

)
+
∂2f

∂z2

(
∂f

∂α

)2

− 2
∂2f

∂α∂z

∂f

∂α

∂f

∂z

)
(α, z(α)).

Es ist ∂2f/∂α2 = 0, alle anderen partiellen Ableitungen rechnen wir explizit aus und
setzen α = 0, z = iω0 ein. Unter Verwendung von Re(x + iy) = Rex − Im y und
Re(x · y) = Rex ·Re y− Imx · Im y ∀x, y ∈ C, erhalten wir (wir schreiben verkürzt x = x

und g = ρ(x)ρ(x′)
|x−x′| )

Re z′′(0) (4.35)

=
32ω2

0

9

[∫
dxdx′ g cos(ω0|x− x′|) ·

∫
dx′′dx′′′ρ(x′′)ρ(x′′′) cos(ω0|x′′ − x′′′|) (4.36)

−
∫

dxdx′ g sin(ω0|x− x′|) ·
∫

dx′′dx′′′ρ(x′′)ρ(x′′′) sin(ω0|x′′ − x′′′|)

]
(4.37)

− 4ω0

3

[(∫
dxdx′ g cos(ω0|x− x′|)

)2

−
(∫

dxdx′ g sin(ω0|x− x′|)
)2
]
. (4.38)

In Zeile (4.36) schätzen wir ab cos(ω0|x− x′|) ≤ 1.
In Zeile (4.37) verwenden wir, dass 0 ≤ ω0|x − x′| ≤ 2ω0/Λ < 2/(9 + 1

3) und daher
sin(ω0|x− x′|) nicht-negativ ist, diese Zeile für eine obere Schranke also einfach wegge-
lassen werden kann.

In Zeile (4.38): Wegen |x − x′| ≤ 2/Λ können wir verwenden, dass cos(ω0|x − x′|) ≥
1− 2ω0/Λ und sin(ω0|x− x′|) ≤ 2ω0/Λ.

Somit erhalten wir unter Benutzung von
∫
ρ(x)dx = 1:

Re z′′(0) ≤ 4ω0

3

∫
dxdx′ ρ(x)ρ(x

′)
|x− x′|︸ ︷︷ ︸

≥0

(
8ω0

3
−
∫

dxdx′ ρ(x)ρ(x
′)

|x− x′|
· (1− 2

2ω0

Λ
)
)
. (4.39)
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Mittels |x−x′| ≤ 2/Λ zeigen wir weiterhin
∫

dxdx′ ρ(x)ρ(x
′)

|x−x′| ≥
∫

dxρ(x)
∫

dx′ρ(x′)Λ
2 = Λ

2 .
Aus Ungleichung (4.39) ersehen wir nun unter Verwendung von Λ > (9 + 1

3)ω0, dass
Re z′′(0) < 0.

Für den Imaginärteil zeigt eine analoge Rechnung, dass Im z′′(0) < 0 für Λ > 4ω0, was
die obere Schranke für Im z(α) etabliert.

Nach den Lemmata 4.1.6 bis 4.1.8 erhalten wir folgendes qualitative Bild: Für α = 0
hat ĥ Pole nur bei ±iω0. Nach Laplace-Rücktransformation entspricht dies einer Lösung,
welche wie e±iω0t mit der Frequenz ω0 des harmonischen Oszillators schwingt. Für α > 0
verschieben sich die Polstellen z0, z̄0 zu negativem Realteil und dem Betrag nach kleine-
rem Imaginärteil. Die Lösung verhält sich dann wie e−|Re z0|te±i Im z0t. Wir nennen daher
|Im z0| die Frequenz des gedämpften harmonischen Oszillators und γ := |Re z0| die Re-
laxationsrate. Entsprechend betrachten wir |Re z0|−1 als die Lebensdauer und |Im z0|−1

als die Periodendauer.
Zum Vergleich der Größenordnungen sei erwähnt, dass wir aus den Parametern unseres

Modells folgende typische Zeitskalen bilden können:
1
ω0
,

1
Λ
,
α

m
.

Theorem 4.1.9 (Abschätzung von Relaxationsrate und Frequenz). Sei ρ ∈ C∞
0 (R3)

mit ρ(x) ≥ 0 ∀x ∈ R3,
∫

d3xρ(x) = 1 und supp ρ ⊂ B1/Λ(0) mit Λ > (9 + 1
3)ω0. Sei

S > ω0 und D(ρ) :=
∫

d3x
∫

d3x′ ρ(x)ρ(x′)
|x−x′| . Dann existiert α0 > 0, sodass gilt:

Für alle α ∈ (0, α0) hat ĥ in CS = {z ∈ C : Re z > −S} genau zwei Pole, z0 = z(α)
und z̄0 = z(α). Außerdem hat ĥ keinen Pol mit Realteil −S. Die beiden Pole sind von
erster Ordnung und erfüllen (mit e der Eulerschen Zahl):

−S < −ω0 < −ω0
α

3m
8eD(ρ) <Re z(α) < − α

3m
ω2

0

(
1− 2

3

(ω0

Λ

)2
)
< 0, (4.40)

0 < ω0

(
1− α

3m
8eD(ρ)

)
< Im z(α) < ω0

(
1− α

3m

(
Λ
2
− ω0

))
< ω0. (4.41)

Bemerkung: Rotationsinvarianz von ρ wird für dieses Theorem nicht benötigt.

Beweis. Für die oberen Schranken schätzen wir das Resultat von Lemma 4.1.8 weiter
ab. Für den Realteil verwenden wir sin(ω0y)/y ≥ ω0−ω3

0y
2/6 ∀y ≥ 0), wobei sin(ω0y)/y

in y = 0 stetig fortgesetzt wird.
Für den Imaginärteil folgt aus cos(ω0|x− x′|) ≥ 1− ω0

2
Λ und 1

|x−x′| ≥
Λ
2 , dass

Im z(α) < ω0

(
1− α

3m

∫
dxdx′ρ(x)ρ(x′)

cos(ω0|x− x′|)
|x− x′|

)
≤ ω0

(
1− α

3m

∫
dxdx′ρ(x)ρ(x′)

1− ω0
2
Λ

2/Λ

)
≤ ω0

(
1− α

3m

(
Λ
2
− ω0

))
.

Die unteren Schranken stammen aus Lemma 4.1.6.
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Wir vergleichen unser Ergebnis für die Relaxation des harmonischen Oszillators durch
Strahlungsdämpfung mit dem Ergebnis formaler Rechnungen, siehe z. B. Jackson [Jac75,
Section 17.7]. Jackson konstruiert ausgehend von der Energieerhaltung eine Bewegungs-
gleichung, welche die Dämpfung durch Abstrahlung beinhaltet und berechnet damit,
dass näherungsweise

q(t) = q0e
−zt mit z =

α

3m
ω2

0 ± iω0

(
1− 5ω2

0α
2

18m2

)
.

Nehmen wir in der oberen Schranke aus (4.40) den Punktladungslimes Λ →∞, so stimmt
die Schranke mit Jacksons Relaxationsrate überein.

Auffällig ist die Diskrepanz zwischen Jacksons Ergebnis für den Imaginärteil und un-
serer Abschätzung (4.41): Jacksons Näherung liefert erst in Ordnung α2 einen Beitrag
zur Frequenzverschiebung, während wir schon in Ordnung α einen Beitrag haben. Arai
[Ara83] findet jedoch wie wir bereits in Ordnung α eine Frequenzverschiebung. Auch die
formale quantenmechanische Berechnung des Lamb-Shifts nach Bethe liefert Energiekor-
rekturen in Ordnung α. Dowling [Dow98] zweifelt Jacksons Modell der Strahlungsdämp-
fung an und gibt eine formale Rechnung an, welche eine klassische Frequenzverschiebung
in Ordnung α liefert. (Der Titel von Dowlings Paper, „Why Jackson is Wrong!“, bezieht
sich auf eine Behauptung Jacksons, kein klassisches Modell könne wie die quantenme-
chanische Rechnung einen Lamb-Shift in Ordnung α liefern.)

Unsere Rechnung zeigt rigoros, dass ein einfaches klassisches Modell eine Frequenz-
verschiebung in Ordnung α liefern kann.

4.2. Relaxation im quantenelektrodynamischen Modell
Wir wollen nun die Lösung des klassischen Modells (4.3) auf das quantenelektrodynami-
sche Modell (4.1) übertragen.

Sei u = (α1,φ1,α2,φ2) ∈ R3 ⊕ D1 ⊕ R3 ⊕ D−1. (Es wird sich zeitentwickeln α1

wie die klassische Ortskoordinate, α2 wie der klassische Impuls, φ1 wie das klassische
Vektorpotential und φ2 wie das klassische kanonisch konjugierte Feld.) Sei von nun an p
der Impulsoperator, x der Ortsoperator, A das quantisierte Vektorpotential und π das
zu A kanonisch konjugierte quantisierte Feld. Wir führen formal ein

〈u, Jx〉 = α1 · p−α2 · x +
∫

d3x φ1(x) · π(x)−
∫

d3x φ2(x) ·A(x). (4.42)

(Das J steht formal für die Matrix der symplektischen Form. Wir lassen die Matrix an
anderer Stelle auftauchen als Spohn [Spo97], daher weichen unsere Definitionen durch
Vertauschungen und Vorzeichen von seinen ab.) Es sind hier A und π ohne UV-Cutoff
gemeint, d. h. die operatorwertigen Distributionen, welche durch Integration mit einer
Testfunktion zu selbstadjungierten Operatoren werden.

Wir setzen in (4.42) die expliziten Ausdrücke für die quantisierten Felder ein:

A(x) =
2∑

λ=1

∫
d3k ε(k, λ)

1√
2|k|

(2π)−3/2
(
e−ik·xa∗(k, λ) + eik·xa(k, λ)

)
,
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π(x) =
2∑

λ=1

∫
d3k ε(k, λ)i

√
|k|
2

(2π)−3/2
(
e−ik·xa∗(k, λ)− eik·xa(k, λ)

)
.

So kommen wir zur Definition

〈u, Jx〉 := α1 · p−α2 · x + a∗(φ) + a(φ), (4.43)

mit φ ∈ L2(R3 × {1, 2}) definiert durch

φ(k, λ) =
1√
2
ε(k, λ) ·

(
i
√
|k|φ̂1(k)− 1√

|k|
φ̂2(k)

)
. (4.44)

Lemma 4.2.1 (Zeitentwicklung von Weyl-Operatoren). Sei u = (α1,φ1,α2,φ2) ∈
R3 ⊕ D1 ⊕ R3 ⊕ D−1. Sei u(t) = (α1(t),φ1(t),α2(t),φ2(t)) die Lösung der klassischen
Bewegungsgleichungen (4.4) bis (4.7) mit Anfangsbedingung u(0) = u. Sei DS für alle
t > 0 ein definierender Bereich des Segal-Feldoperators 1√

2
(a∗ (φ(t)) + a (φ(t))), wobei

φ(t) gemäß (4.44) definiert ist durch φ1(t) und φ2(t).
Dann ist für alle t ∈ R der Operator 〈u(t), Jx〉 wesentlich selbstadjungiert mit (D(p)∩

D(x))⊗DS ⊂ D
(
〈u(t), Jx〉

)
. Fortan schreiben wir 〈u(t), Jx〉 für 〈u(t), Jx〉 und es gilt

e−iHtei〈u,Jx〉eiHt = ei〈u(t),Jx〉.

Beweis. Bis auf die Wesentlich-Selbstadjungiertheit ist das Lemma von Spohn [Spo97]
übernommen.

Zum Beweis der Wesentlich-Selbstadjungiertheit: Wir definieren auf S(R) Auf- und
Absteigeoperator des Harmonischen Oszillators

α† :=
√
mω0

2
x− i

√
1

2mω0
p, α :=

√
mω0

2
x+ i

√
1

2mω0
p. (4.45)

Auf D(B) := S(R) ist B := α1,1p1 − α2,1x1 symmetrisch und für ein geeignetes γ ∈ C
schreibbar als:

B = γα+ γ̄α†.

Wir setzen D als Raum endlicher Linearkombinationen von Hermite-Funktionen; dieser
Raum ist offenbar invariant unter B. Es folgt mittels Nelsons Analytic-Vector-Theorem
(in Form von [RS75, S. 203 Cor. 2] und mit der Abschätzung aus [RS75, S. 204 Example
2]), dass B wesentlich selbstadjungiert ist auf D.

Der Operator C := α1,1p1 − α2,1x1 auf D(C) := D(x1) ∩D(p1) ist eine symmetrische
Erweiterung von B. Wir haben also B ⊂ C ⊂ C∗ ⊂ B∗, daher C∗ ⊃ (B∗)∗ = B. Da
D(B) in H dicht ist, ist auch D(C∗) dicht; also nach [RS80, Thm. VIII.1] (C∗)∗ = C
und somit

C ⊂ C = (C∗)∗ ⊂ (B)∗ = B.

Folglich D(x1) ∩D(p1) ⊂ D(B).
Mittels der Identifikation L2(R3) ∼= ⊗3L2(R) zieht man dies auf α1 ·p−α2 ·x hoch.
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Die Lösung der klassischen Bewegungsgleichungen kennen wir aus Theorem 4.1.4. Wir
können nun also die Zeitentwicklung z. B. eines Aufsteigeoperators des Harmonischen
Oszillators berechnen. Da der Hamilton-Operator rotationssymmetrisch ist [HH10, Sec-
tion 5], betrachten wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit den Aufsteigeoperator in
x1-Raumrichtung,

α∗ :=
√
mω0

2
x1 − i

√
1

2mω0
p1 : D ⊂ H → H, (4.46)

wobei x1 die erste Komponente des Ortsoperators, p1 die erste Komponente des Impuls-
operators und D = D(x1) ∩D(p1) der Definitionsbereich des Aufsteigeoperators ist.

Theorem 4.2.2 (Zeitentwicklung des Aufsteigeoperators). Sei H der Hamilton-Operator
(4.1) und ρ erfülle (4.2) mit Λ > (9 + 1/3)ω0. Sei α0 > 0 hinreichend klein und
α ∈ (0, α0). Sei z0 gemäß (4.16) bestimmt. Dann ist für t > 0 die Zeitentwicklung
des Aufsteigeoperators auf D(H) gegeben durch

e−iHtα∗eiHt = b(t) + a∗(φ+(t)) + a(φ−(t)),

wobei b(t) eine Familie von Operatoren mit ‖b(t)ψ‖ ≤ C(ψ, α)e−γt für alle ψ ∈ D(H)
ist, γ = |Re z0| > 0 und die Funktionen φ+ und φ− definiert sind durch

φ±(k, λ, t) = e
i
√
mω0

2
ρ̂(k)ε(k, λ)1

ĥ(−i|k|)√
|k|

e−i|k|t(|k| ± ω0). (4.47)

Beide Funktionen liegen in L2
ω(R3 × {1, 2}). (Mit e =

√
4πα wird die Elektronladung

bezeichnet.)

Beweis. Sei uq = (0,0, (−1, 0, 0),0) und up = ((1, 0, 0),0,0,0), sei ψ ∈ D(H). Wir
wenden Lemma 4.2.1 auf ei〈uq ,Jx〉ψ und ei〈up,Jx〉ψ an. Die Zeitentwicklung mit diesen
Anfangsbedingungen ist aus Theorem 4.1.4 bekannt.

Es liegt eiHtψ in D(H) und damit in D(p) ∩ D(x). Weiter ψ ∈ D(H) ⊂ D(Hf ) ⊂
D((Hf + 1)1/2), und da für die explizite Lösung der Bewegungsgleichungen offensicht-
lich φ(t) ∈ L2

ω für alle t > 0 gilt, ist D((Hf + 1)1/2) im Definitionsbereich des Segal-
Feldoperators enthalten. Somit ψ ∈ D(〈up(t), Jx〉) ∩D(〈uq(t), Jx〉) nach Lemma 4.2.1.
Wir können also in den Gleichungen e−iHtei〈uj ,Jx〉seiHtψ = ei〈uj(t),Jx〉sψ (j = q, p) auf
beiden Seiten „ d

ds
∣∣
s=0

“ anwenden und bilden daraus die Linearkombination√
mω0

2
〈uq(t), Jx〉ψ − i

√
1

2mω0
〈up(t), Jx〉ψ. (4.48)

Für t = 0 ist dieser Ausdruck nach Wahl von uq und up gerade α∗ψ.
Für t > 0 schreiben wir (4.48) gemäß (4.43) aus und setzen die klassische Lösung

ein. Dann sortieren wir nach relaxierenden Summanden (die einen Faktor ez0t oder e−St
beinhalten) und oszillierenden Summanden (die einen Faktor ei|k|t beinhalten). Die os-
zillierenden Terme liefern φ±. Die relaxierenden Terme werden in b(t) zusammengefasst.

Zur Abschätzung von ‖b(t)ψ‖ verwenden wir ‖xψ‖ < ∞ und ‖pψ‖ < ∞ und für die
Terme mit Erzeugern und Vernichtern fügen wir (Hf+1)−1/2(Hf+1)1/2 ein und schätzen
durch die ω-Norm ab. Die ω-Norm verschwindet exponentiell mit Rate |Re z0| = γ.
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Wir sehen, dass φ+ und φ− mit dem Faktor e−i|k|t genau der Zeitentwicklung freier
Photonen unterliegen. Auffällig ist der Beitrag des Vernichtungsoperators a(φ−(t)). Auf
den Grundzustand angewendet ist von diesem Operator nur

‖a(φ−(t))ψg‖ ≤
Cn,ε

1 + |t|n
+ ε

zu erwarten (vgl. Lemma 2.2.6). Also wird a(φ−(t))ψg zu dem ansonsten exponentiel-
len Relaxationsverhalten eine Potenzgesetz-Abweichung hinzufügen. Dies ist nach Un-
tersuchungen zur Überlebenswahrscheinlichkeit von Resonanzen auch zu erwartendes
Verhalten, vgl. [Hun90] für die Idee und [BFS99, Thm. 3.5] für den Fall der Quanten-
elektrodynamik.

Korollar 4.2.3 (Asymptotischer Erzeuger). Sei H der Hamilton-Operator (4.1) und ρ
erfülle (4.2) mit Λ > (9 + 1/3)ω0. Sei α0 > 0 hinreichend klein und α ∈ (0, α0).

Dann ist α∗ψg = a∗+(φ+(0))ψg.

Beweis. Um α∗ψg = a∗+(φ+(0))ψg zu erhalten, ist gegenüber Theorem 4.2.2 nur noch
a(φ−(t))ψg wie in Lemma 2.2.6 abzuschätzen und der Limes t → ∞ zu nehmen. (Das
Potential V (x) = mω2

0x
2/2 erfüllt nicht die Voraussetzungen von Kapitel 2, der Beweis

der Lemmata 2.2.5 und 2.2.6 gilt aber auch für dieses Potential.)

Die Ergebnisse zu den Überlebenswahrscheinlichkeiten legen nahe, dass die Potenzge-
setz-Abweichung von höherer Ordnung in der Kopplungskonstante α sein sollte. Betrach-
ten wir die Funktion φ−, so fällt auf, dass ĥ einen Pol bei z̄0 = −iω0 + O(α) besitzt,
dem wir uns mit ĥ(−i|k|) bis auf einen nichtverschwindenden Abstand der Ordnung α
annähern (siehe Unterkapitel 4.1.1). Dabei wird aber der Faktor (|k| − ω0) klein – im
Gegensatz zum Faktor (|k| + ω0) in φ+. (Nach dieser Überlegung erwarten wir auch,
dass φ+ bei |k| = ω0 +O(α) einen Peak aufweist, in diesem Sinne also die Energie des
Photons der Differenz der „Energieniveaus“ entspricht.) Nach dieser heuristischen Über-
legung zeigen wir im folgenden Korollar, dass ‖a(φ−(t))ψg‖ tatsächlich von Ordnung α
ist.

Korollar 4.2.4 (Exponentielle Relaxation). Sei H der Hamilton-Operator (4.1) und ρ
erfülle (4.2) mit Λ > (9 + 1/3)ω0. Sei α0 > 0 hinreichend klein und α ∈ (0, α0). Dann
existiert eine Konstante C1 = C1(α) sowie eine α-unabhängige Konstante C2, sodass für
t > 0 folgende Abschätzung gilt:

‖e−iHtα∗ψg − a∗(φ+(t))e−iEtψg‖ ≤ C1e
−γt + αC2.

Es existieren c1, c2 > 0, sodass c1α ≤ γ ≤ c2α.
Bemerkung: Wir schließen nicht aus, dass C1 = C1(α) → ∞ für α → 0; wir lesen

nur C1(α) ≤ a−1/2C ab (wenn wir im Nenner der klassischen Lösungen die Abschätzung
|z0 − i|k|| ≥ Cα verwenden).

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass ‖a(φ−(t))ψg‖ von Ordnung α ist.
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Analog zum Beweis von Lemma 20 in [FGS08] zeigen wir, dass für k 6= 0

‖a(k, λ)ψg‖ ≤ α1/2C
|ρ̂(k)|√
|k|

‖|x|ψg‖.

(In diesem Beweis bezeichne C immer α-unabhängige Konstanten.) Der Beweis von
Theorem 1 in [Gri04] liefert sogar eine α-unabhängige Abschätzung ‖eβ|x|ψg‖ ≤ C <∞
und damit ‖|x|ψg‖ ≤ C. Nun setzen wir φ− aus (4.47) in den Vernichter a(φ−(t)) =∑2

λ=1

∫
φ−(k, λ, t)a(k, λ)d3k ein und finden mit |ρ̂(k)|2 ≤ Cn(1 + |k|)n:

‖a(φ−(t))ψg‖ ≤ αC

∫ ∞

0

k

(1 + k)n
|ĥα(−ik)(k − ω0)| dk. (4.49)

Hier kam ein Faktor α1/2 aus φ− hinzu. Wir haben durch die Notation hervorgehoben,
dass ĥα = ĥ von α abhängt. Wir zeigen im folgenden eine α-unabhängige Abschätzung
für den Integranden von (4.49). Wir unterscheiden dazu die drei Bereiche k von Null bis
nahe ω0, k ∈ [ω0 − ε, ω0 + ε] und k von nahe ω0 bis +∞.

1. Abschätzung für k ∈ [ω0−ε, ω0+ε] (mit einem zu konstruierenden α-unabhängigen
ε > 0). Es ist (α, z) 7→ ĥα(z)−1 eine analytische Funktion in zwei Variablen, mit
einer einfachen Nullstelle bei α = 0, z = −iω0. Nach dem Weierstraßschen Vorbe-
reitungssatz (vgl. [BM48, Seite 188], [FL10, Thm. IV.6.4]) existiert eine Umgebung
U ⊂ C2 von (0,−iω0) sowie eine in U analytische und nullstellenfreie Funktion
gα(z)−1, sodass

ĥα(z)−1 = (z − z0(α))gα(z)−1. (4.50)
(Für z0(α) wurde in Theorem 4.1.9 die Bezeichnung z0 = z(α) verwendet.)
Wir wählen α̃ > 0 und ε > 0 so klein, dass B := Bα̃(0) × Bε(−iω0) ⊂ U . Da
B kompakt ist, hat darauf |gα(z)−1| ein (wegen der Nullstellenfreiheit positives)
Minimum: ∣∣gα(z)−1

∣∣ ≥ Cα̃,ε > 0 ∀(α, z) ∈ B.
Wir definieren p(α) indem wir für die Nullstelle schreiben z0(α) = −iω0 + ip(α).
Wir haben dann mit (4.50) eingesetzt folgende Abschätzung (dieser Schritt funk-
tioniert für φ+ nicht):

|ĥα(−ik)(k − ω0)| =
∣∣∣∣ 1
−ik + iω0 − ip(α)

gα(−ik)(k − ω0)
∣∣∣∣

≤ C−1
α̃,ε

∣∣∣∣1− p(α)
k − ω0 + p(α)

∣∣∣∣ ≤ C−1
α̃,ε

(
1 +

|p(α)|
|k − ω0 + p(α)|

)
.

Gemäß Theorem 4.1.9 ist für hinreichend kleines α0 und α ∈ (0, α0)

|p(α)| ≤ C1α und |Im p(α)| ≥ C1α,

mit α-unabhängigen positiven Konstanten C1 und C2. Daher |k − ω0 + p(α)| ≥
|Im p(α)| ≥ C1α. Es folgt, dass für (α,−ik) ∈ B

|ĥα(−ik)(k − ω0)| ≤ C−1
α̃,ε

(
1 +

C2α

C1α

)
= C, unabhängig von α. (4.51)

52



2. Abschätzung für k von nahe ω0 bis +∞. Aus dem Beweis von Lemma 4.1.5 haben
wir

|ĥα(−ik)−1| ≥ |−ik|2(m− |fα(−ik)|)−mω2
0

und |fα(−ik)| ≤ αC(ρ)/k. Es folgt

|ĥα(−ik)−1| ≥ k2(m− α

k
C(ρ))−mω2

0 = m(k2 − ω2
0)−

αC(ρ)
ω0

.

Sei δ > 0. Wir schränken uns ein auf k mit

k ≥

√(
ω2

0 + δ2
)

+ α
C(ρ)
mω0

=: k0,+.

Dies impliziert
m(k2 − ω2

0)−
αC(ρ)
ω0

≥ mδ2.

Wir wählen δ < ε (mit ε aus der Abschätzung für k ∈ [ω0 − ε, ω0 + ε]). Für
hinreichend kleines α0 ist dann k0,+ ∈ (ω0, ω0 + ε] und wir haben für alle k ≥ k0,+

die Abschätzung
|ĥα(−ik)| ≤ 1/(mδ2). (4.52)

3. Abschätzung für k von Null bis nahe ω0. Wir schätzen elementar ab:

|ĥα(−ik)−1| ≥ m(ω2
0 − k2)− k2 2

3
αD(ρ). (4.53)

Sei δ > 0 so klein, dass
√
ω2

0 − δ2 ∈ [ω0 − ε, ω0) (mit ε aus der Abschätzung für
k ∈ [ω0 − ε, ω0 + ε]). Mittels (4.53) sehen wir, dass

|ĥα(−ik)−1| ≥ mδ2 (4.54)

solange k ≤ (1 + 2αD(ρ)
3m )−1/2

√
ω2

0 − δ2 =: k0,−. Für hinreichend kleines α0 ist
k0,− ∈ [ω0 − ε, ω0).

Nach Konstruktion überlappen die Gültigkeitsbereiche der Abschätzungen (4.52), (4.51)
und (4.54), sodass wir den Integranden von (4.49) durch eine α-unabhängige integrier-
bare Funktion nach oben abschätzen können.

Es liegt nahe zu vermuten, dass sich wie im Falle der Überlebenswahrscheinlichkeiten
der Potenzgesetz-Fehler zu höheren Ordnungen in α verschieben lässt, wenn wir als
Ausgangszustand nicht α∗ψg verwenden, sondern die Resonanz durch eine Störungs-
entwicklung höherer Ordnung besser approximieren. Wir gehen hier aber nicht weiter
auf diese Frage ein.

Nach Theorem 4.2.2 können wir auch eine Vorhersage über das Verhalten eines ange-
regten Zustandes (α∗)nψg treffen. Formal haben wir

e−iHt(α∗)nψg = (e−iHtα∗eiHt)nψge−iEt = (b(t) + a∗(φ+(t)) + a(φ−(t)))n ψge−iEt.
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Dies ist eine endliche Linearkombination von Zuständen mit maximal n für t→∞ freien
Photonen.

Interessant wäre auch zu untersuchen, welcher Raum durch Anwendung von Aufstei-
geoperatoren α∗ (bezüglich aller drei Raumrichtungen) auf den Grundzustand ψg aufge-
spannt wird. Für α = 0 ist der Grundzustand ψg = ψel ⊗Ω, und durch Anwendung von
Aufsteigeoperatoren wird Hel⊗Ω aufgespannt, da die Hermite-Funktionen eine Basis des
L2(R) sind. Darüber hinaus ist zu vermuten, dass sich auch für Anfangszustände mit
zusätzlichen Photonen mit unserer Methode die Zeitentwicklung berechnen liese, hät-
ten wir uns nicht bei der klassischen Lösung auf die Anfangsbedingung verschwindender
Felder zurückgezogen.

In Unterkapitel 3.2.2 haben wir die Vermutung aufgestellt, dass für die Photonene-
mission durch Atome im Wesentlichen einlaufende Photonzustände relevant sind. Die
Berechnung der Mellin-Transformierten von φ+ wäre eine Möglichkeit am Spezialfall
diese Vermutung nicht-störungstheoretisch zu überprüfen.

Ebenfalls interessant wäre der Vergleich unseres Ergebnisses für die Relaxationsrate
mit einer (formalen) störungstheoretischen Berechnung der Übergangsrate wie Fermis
Goldener Regel.

Schließlich wäre interessant zu untersuchen ob sich unter Verwendung von Korollar
4.2.4 bessere Abschätzungen (im Vergleich zum Potenzgesetz aus Theorem 2.2.12) für
|〈ψt, Aψt〉 − 〈ψg, Aψg〉 〈ψ,ψ〉| erzielen lassen. Das Problem hierbei ist, dass im Beweis
von Theorem 2.2.12 ein Potenzgesetz nicht nur durch die Konvergenz gegen asymptoti-
sche Erzeuger eingeht, sondern auch weitere Terme mittels der Methode der stationären
Phase abgeschätzt wurden. Diese Abschätzungen wären entweder durch exponentielle
Abschätzungen zu ersetzen oder es wäre zu zeigen, dass diese Terme von ausreichend
hoher Ordnung in α sind. Dazu könnte hier gegenüber Kapitel 2 die explizite Form des
Photonenzustands φ+ verwendet werden. U. U. wäre es auch hilfreich die Menge der
Observablen A zu verkleinern.
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5. Störungsentwicklung von
Rayleigh-Streuamplituden

Als Rayleigh-Streuung bezeichnet man die Streuung von Photonen an einem Atom, so-
lange die Gesamtenergie unterhalb der Ionisierungsschwelle bleibt. Wir zeigen in diesem
Kapitel, wie sich rigoros eine Entwicklung von Streuamplituden

〈
a∗+(f)ψα, a∗−(h)ψα

〉
nach der Feinstrukturkonstante α bis zu beliebiger Ordnung vornehmen lässt (als asym-
ptotische Reihe mit α-abhängigen Koeffizienten, in welchen statt e−iHαt Propagator und
Resolvente für α = 0 sowie der Wechselwirkungsoperator auftauchen). Dazu wird der
Propagator e−iHαt mit der Duhamel-Formel entwickelt; durch das Potenzgesetz in t als
Abschätzung für die Konvergenz gegen die asymptotischen Erzeuger ist der Fehler kon-
trollierbar. Außerdem müssen Grundzustand und Grundzustandsenergie in α entwickelt
werden; wir übernehmen dazu die Entwicklungen von [BFP06] [BFP07b].

In führender Ordnung von α haben wir eine Entwicklung von Amplituden für die
Emission genau eines Photons aus einer Resonanz (d. h.

〈
a∗+(h)ψα, ψi ⊗ Ω

〉
mit einem

Eigenzustand ψi von Hel = −∆+V ) in Unterkapitel 3.2.1 durchgeführt. Das im Folgen-
den demonstrierte Verfahren lässt sich auch für Emissionsamplituden anwenden und zeigt
wie eine Entwicklung mit beliebig vielen Photonen bis zu beliebiger Ordnung systema-
tisch durchführbar ist. Obwohl für uns vor allem die Emissionsamplituden von Interesse
sind, zeigen wir das Verfahren an den verbreiteteren Streuamplituden um direkt mit der
Literatur vergleichen zu können.

Bach et al. [BFP07a] haben eine Entwicklung für Rayleigh-Streuamplituden konstru-
iert, die dieses Kapitel motiviert hat. Der wesentliche Punkt unserer Arbeit ist, dass wir
durch Verzicht auf eine Reduktionsformel das Vorgehen demgegenüber deutlich verein-
fachen können und die Entwicklungskoeffizienten explizit angeben.

Sei der Hamilton-Operator Hα =
(
p + α3/2A(αx)

)2
+ V +Hf gemäß (1.1).

Voraussetzungen. Das Potential V sei infinitesimal beschränkt bzgl. −∆; außerdem
sei V ∈ L2

loc(R3) und lim|x|→∞ V (x) = 0. Es sei inf σ(−∆ + V ) ein negativer isolierter
Eigenwert von Hel = −∆ + V mit Vielfachheit 1.

Es sei außerdem κ ∈ C∞
0 (R3) und κ ≥ 0.

Diese Voraussetzungen werden z. B. vom Coulomb-Potential einer endlichen Zahl sta-
tischer Kerne erfüllt.

Es folgt die Existenz eines Grundzustandes ψα mit Energie Eα [GLL01]; für hinrei-
chend kleines α ist ψα (bis auf eine Phase) eindeutig. Weiter ist ψα exponentiell lokalisiert
[Gri04].

Nach [GZ09a] existieren die Zustände a∗±(f)ψα; die Bedingung (III.2) aus [BFP07a]
benötigen wir dazu nicht. Auch das Ausschließen der Vorwärtsstreuung, 〈fi, hj〉 = 0 ∀i, j,
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ist bei uns unnötig.

5.1. Duhamel-Entwicklung des Propagators
In diesem Unterkapitel wollen wir die Duhamel-Entwicklung des Propagators e−iHαt

nach Propagatoren e−iH0t und dem Wechselwirkungsoperator Wα := Hα−H0, D(Wα) =
D(Hα) = D(H0) zeigen. Wir fügen dabei Resolventen Rα := (Hα + i)−1 an, damit in
der Entwicklung nur beschränkte Operatoren WαRα statt unbeschränkter Operatoren
Wα auftreten.

Mit R0 := (H0 + i)−1 gilt für alle n ∈ N die Entwicklung

Rα =
n−1∑
j=0

R0(−WαR0)j +Rα(−WαR0)n. (5.1)

Es ist ‖WαR0‖ = O(α3/2) für α→ 0 (siehe den Beweis von Proposition A.3 in [GZ09b]).

Satz 5.1.1 (Duhamel-Entwicklung). Es existiert α0 > 0, sodass für α ∈ (0, α0) gilt:
Die Operatoren WR(t) := e−iH0t(−iWαRα)eiH0t sind für alle t ∈ R beschränkt mit
‖WR(t)‖ = ‖WR(0)‖ = O(α3/2) für α→ 0. Für alle n ∈ N ist

e−iHαtRnα = e−iH0tRnα

+
n−1∑
k=1

∫ t

0
dt1
∫ t

t1

dt2 . . .
∫ t

tk−1

dtk WR(t1)WR(t2) · · ·WR(tk)e−iH0tRn−kα

+
∫ t

0
dt1
∫ t

t1

dt2 . . .
∫ t

tn−1

dtn WR(t1)WR(t2) · · ·WR(tn)e−iHαt. (5.2)

Beweis. Sei ψ ∈ H, dann ist Rnαψ ∈ D(Hα) = D(H0). Also ist e−iH0se−iHα(t−s)Rnαψ
bezüglich s differenzierbar. Es gilt also auf jedes ψ ∈ H angewandt:(

e−iH0t − e−iHαt
)
Rnα =

∫ t

0

d
ds

(
e−iH0se−iHα(t−s)

)
Rnαds

=
∫ t

0
e−iH0si(Hα −H0)Rαe−iHα(t−s)Rn−1

α ds.

Wir schreiben diese Gleichung als

e−iHαtRnα = e−iH0tRnα +
∫ t

0
ds e−iH0s(−iWαRα)e−iHα(t−s)Rn−1

α

und setzen die Gleichung iterativ in sich selbst ein.
Zur Abschätzung der Operatornorm: Wir setzen (5.1) in −WαRα ein und wählen

α0 so, dass ‖WαR0‖ < 1 für alle α < α0. Wir nehmen den Limes n → ∞ (nach
dem Graphensatz ist WαRα beschränkt, im Limes verschwindet also der Restterm,
−WαRα(−WαR0)n → 0) und erhalten −WαRα =

∑∞
j=1(−WαR0)j . Da ‖WαR0‖ =

O(α3/2) können wir daran ablesen, dass ‖WαRα‖ = O(α3/2).
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5.2. Entwicklung der Streuamplituden
Wir zitieren die Entwicklung von Grundzustand und Grundzustandsenergie nach der
Feinstrukturkonstante α aus der Arbeit von Bach et al.

Satz 5.2.1 (Grundzustandsentwicklung [BFP06] [BFP07b]).

• Sei N ∈ N und N ≥ 3.
Dann existiert α0 > 0, sodass für alle α ∈ (0, α0) die Grundzustandsenergie Eα
und der Grundzustand ψα Entwicklungen folgender Form haben:

Eα =
N∑
l=0

εl(α)αl + o(αN ) (5.3)

ψα =
2N∑
l=0

φl(α)αl/2 + o(αN ), (5.4)

mit Koeffizienten εl(α) ∈ R, φl(α) ∈ H welche für alle l ≥ 3 und für alle δ > 0
erfüllen:

lim
α→0

αδ|εl(α)| = 0, lim
α→0

αδ‖φl(α)‖ = 0. (5.5)

Außerdem ist ε0(α) = E0 und φ0(α) = ψ0, sowie φl(α) = 0 und εl(α) = 0 für
l = 1, 2. Jeder Koeffizient εl(α), φl(α) lässt sich durch endlich viele (konvergente)
Integrale berechnen.

• Für alle N ∈ N existiert α0 > 0, sodass für alle α ∈ (0, α0) und M ∈ N eine
Entwicklung der folgenden Form existiert (mit berechenbaren Koeffizienten):

(Eα + i)M =
N∑
l=0

εM,l(α)αl +O(αN ),

mit αδ|εM,l(α)| → 0 (α→ 0) für alle δ > 0 und alle l.

Beweis. Die Entwicklungen von Eα und ψα sind unter Umbenennung der Koeffizienten
aus [BFP06] [BFP07b] übernommen.

Für die Entwicklung von (Eα + i)M setzen wir diese Entwicklungen ein und multipli-
zieren aus.

Gleichung (5.5) steht in Zusammenhang mit dem möglichen Auftreten von sogenann-
ten Infrarot-Logarithmen log(1/α). So sind auch Eα und ψα bei α = 0 nicht analytisch,
eine einfache Taylor-Entwicklung ist nicht möglich.

Wir könnten auch Entwicklungen wie in [HH10] verwenden. Für diese muss das Poten-
tial rotationssymmetrisch sein, dafür sind konvergente Reihen mit bzgl. α beschränkten
Koeffizienten möglich.

Weiter zitieren wir die Abschätzung der Konvergenz gegen die asymptotischen Er-
zeuger aus [GZ09b, Prop. 3.5]. (Unter Verzicht auf die Kontrolle der α-Abhängigkeit
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haben wir dieses Ergebnis bereits in Lemma 2.2.8 zitiert.) Hier ist wichtig, dass κ eine
C∞-Funktion ist, da der Beweis die Methode der stationären Phase verwendet.

Wir schreiben a∗t (ht) = eiHαta∗(ht)e−iHαt.

Satz 5.2.2 (Konvergenzgeschwindigkeit [GZ09b, Prop. 3.5]). Sei h = (h1, . . . hm) ∈(
L2(R3 × {1, 2})

)m und εhj ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) für alle j = 1, . . .m. Sei n ∈ N.

Dann existiert ein α0 > 0 und eine Konstante C = C(n, h), sodass für alle α ∈ (0, α0)
und t > 0 gilt:

‖a∗+(h)ψα − a∗t (ht)ψα‖ ≤ a3/2 C

1 + |t|n
.

Dies gilt genauso für t < 0, falls a∗−(h) verwendet wird.

Wir führen nun die Entwicklung von Streuamplituden
〈
a∗+(f)ψα, a∗−(h)ψα

〉
nach α

durch. Der Trick ist, dass die asymptotischen Erzeuger durch a∗t (ht) mit t = ±α−ε ersetzt
werden können, wobei nur ein Fehler beliebig hoher Ordnung von α entsteht. Dadurch
sind die Integrationsgrenzen in der Duhamel-Entwicklung durch α−ε beschränkt und der
Fehlerterm (5.2) der Duhamel-Entwicklung ist somit abschätzbar.

Theorem 5.2.3 (Entwicklung von Rayleigh-Streuamplituden). Seien die Voraussetzun-
gen an V und κ vom Kapitelanfang erfüllt und sei Hα gemäß (1.1) definiert.

Sei h = (h1, . . . hmh
) ∈

(
L2(R3 × {1, 2})

)mh und εhj ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) für alle j =

1, . . .mh, sei weiter f = (f1, . . . fmf
) ∈

(
L2(R3 × {1, 2})

)mf und εfj ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3)

für alle j = 1, . . .mf .
Dann existiert für jedes n ∈ N eine Entwicklung

e−iEα2α−1/2 〈
a∗+(f)ψα, a∗−(h)ψα

〉
=

n+1∑
l=0

Sl(α)αl + o(αn) (α→ 0 und α 6= 0), (5.6)

sodass für alle l ≥ 1 und alle δ > 0 für die Koeffizienten gilt

αδ|Sl(α)| → 0 (α→ 0). (5.7)

Um die Koeffizienten explizit anzugeben, definieren wir WR0(t) := e−iH0t(−WαR0)eiH0t

und WR0 := WR0(0); dann ist

Sl(α) =
n+1∑
p=0

(
n+ 1
p

)
ε(p, l, α)

mh∑
l1=1

· · ·
mh∑
lp=1

n∑
k=0

ik
n+1∑
j1=1

· · ·
n+1∑
jk=1

n∑
r1=0

· · ·
n∑

rn+1+mf +mh−k=0

×

×
2(n+1)∑
mA=0

2(n+1)∑
mB=0

α(mA+mB)/2

∫ 2α−1/2

0
dt1 · · ·

∫ 2α−1/2

tk−1

dtk×

×
〈(mf∏

i=1

R0W
ri
R0

)
a∗(f

α−1/2)φmA(α),

(
k∏
i=1

WR0(ti)
ji

)
e−iH02α−1/2×

×

n+1+mf+mh−k∏
i=mf+1

R0W
ri
R0

 a∗(hl1,...lp−α−1/2)φmB (α)
〉
. (5.8)
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Die φm(α) und die ε(p, l, α) := εn+1+mf+mh−p,l(α) sind die Koeffizienten der Entwick-
lung aus Satz 5.2.1. Es ist ‖WR0(t)‖ = ‖WR0‖ = O(α3/2).

Bemerkung: Aus (5.8) lassen sich noch die α-Potenzen vor die Koeffizienten ziehen.
Insbesondere können wir Wα = α3/22p ·A(αx) +α3A(αx)2 einsetzen und die Potenzen
sortieren.

Beweis. (Einige Abschätzungen haben wir in Lemma 5.2.4 gesammelt. Wir verwenden
diese im folgenden Beweis kommentarlos zur Abschätzung der Fehlerterme.)

Zuerst fügen wir N := n+ 1 +mf +mh Resolventen ein:

〈
a∗+(f)ψα, a∗−(h)ψα

〉
=
〈
a∗+(f)ψα, (Hα + i)−N (Hα + i)Na∗−(h)ψα

〉
.

Wir kommutieren (Hα+i)N an a∗−(h) vorbei (siehe Lemma 5.2.5). Die dabei auftretenden
Summen über p und über die li, i = 1, . . . p, sowie die C-Koeffizienten werden aus dem
Skalarprodukt gezogen und es verbleibt im Skalarprodukt

〈
a∗+(f)ψα, RNα a

∗
−(hl1,...lp)ψα

〉
. (5.9)

Den Ausdruck (5.9) approximieren wir durch
〈
a∗t (ft)ψα, R

N
α a

∗
−t(h

l1,...lp
−t )ψα

〉
, wobei nach

Satz 5.2.2 der Fehler durch α3/2 C(ñ)
1+|t|ñ mit beliebigem ñ ∈ N beschränkt ist. Wir wählen

t = α−1/2 und ñ = 2n− 1, dann wird der Fehler O(αn+1).
Wir haben somit

〈
a∗+(f)ψα, a∗−(h)ψα

〉
=

N∑
p=0

(
N

p

)
(Eα + i)N−p

mh∑
l1=1

· · ·
mh∑
lp=1

S
l1,...lp
α−1/2 +O(αn+1), (5.10)

mit Sl1,...lp
α−1/2 =

〈
a∗(f

α−1/2)e
−iHαα−1/2

ψα, R
N
α e

−iHα2α−1/2
a∗(hl1,...lp−α−1/2)e

iHαα−1/2
ψα

〉
.

Wir ziehen Resolventen R
mf
α aus dem zweiten ins erste Argument des Skalarprodukts

und setzen dann für den Propagator e−iHα2α−1/2 die Duhamel-Entwicklung aus Satz
5.1.1 ein:

S
l1,...lp
α−1/2 = eiEα2α−1/2〈

R
mf
α a∗(f

α−1/2)ψα,
n∑
k=0

∫ 2α−1/2

0
dt1 · · ·

∫ 2α−1/2

tk−1

dtkWR(t1) · · ·WR(tk)×

× e−iH02α−1/2
Rn+1−k+mh
α a∗(hl1,...lp−α−1/2)ψα

〉
+O(αn+1)

Als nächsten Schritt entwickeln wir die Resolventen Rα gemäß (5.1) (auch jene in den
WR(tj)), wobei wir die Summanden, welche einen Fehlerterm Rα(−WαR0)n+1 enthalten
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in O(αn+1) absorbieren. Wir erhalten

S
l1,...lp
α−1/2 = eiEα2α−1/2

n∑
k=0

ik
n∑

r1=0

· · ·
n∑

rn+1−k+mf +mh
=0

n+1∑
j1=1

· · ·
n+1∑
jk=1

∫ 2α−1/2

0
dt1 · · ·

∫ 2α−1/2

tk−1

dtk×

×
〈(mf∏

i=1

R0W
ri
R0

)
a∗(f

α−1/2)ψα,

(
k∏
i=1

WR0(ti)
ji

)
e−iH02α−1/2×

×

n+1−k+mf+mh∏
i=mf+1

R0W
ri
R0

 a∗(hl1,...lp−α−1/2)ψα
〉

+O(αn+1). (5.11)

Als nächstes führen wir die Entwicklung des Grundzustandes in den Matrixelementen
(5.11) und der Grundzustandsenergie in (5.10) durch.

Vor dem Grundzustand im zweiten Argument des Skalarprodukts steht der Operator(∏mf+mh

i=mf+1R0W
ri
R0

)
a∗(hl1,...lp−α−1/2) und analog mit f im ersten Argument des Skalarpro-

dukts. Dies sind nach (5.14) beschränkte Operatoren, wir können also die Entwicklung
des Grundzustandes aus Satz 5.2.1 ohne Diskussion von Definitionsbereichen einsetzen.
(Wir verwenden o(αn+1) ⊂ O(αn+1).)

Wir entwickeln (Eα + i)n+1+mf+mh−p wie in Satz 5.2.1. Dies liefert die Summe aus
(5.6). Wegen O(αn+1) ⊂ o(αn) ist damit die Entwicklungsformel gezeigt.

Zum Beweis von (5.7) verwenden wir, dass
(∏mf+mh

i=mf+1R0W
ri
R0

)
a∗(hl1,...lp−α−1/2) (und der

analoge Operator mit f) gemäß (5.14) beschränkt sind, und αδ|εn+1+mf+mh−p,l(α)| → 0
und ‖φm(α)‖αm/2 ≤ C mit α-unabhängigem C = Cm (für alle m ≥ 0).

Mit (5.6) und (5.7) haben wir eine Entwicklung analog der von [BFP07a] konstruiert,
unsere Konstruktion ist jedoch deutlich einfacher, da wir ohne Reduktionsformel aus-
kommen. In physikalischen Größen wie z. B. Wirkungsquerschnitten fällt die konstante
Phase e−iE2α−1/2 typischerweise weg, da nur das Betragsquadrat der Amplitude eingeht.

Wir merken zu Theorem 5.2.3 an, dass viele der Summanden in (5.8) in O(αn+1)
schon weggelassen werden können. Man sieht durch Zählen der α-Potenzen (beachte
‖WR0(t)‖ = O(α3/2)) leicht, dass die oberen Schranken der Summen wie folgt verkleinert
werden können: Sei Nk = 2(n+ 1− l)− 3k und Mk die größte ganze Zahl kleiner-gleich
Nk/3, dann genügt es in Sl(α) zu summieren über

n+1∑
p=0

2∑
l1=1

· · ·
2∑

lp=1

n∑
k=0

M0∑
j1=1

· · ·
M0∑
jk=1

Mk∑
r1=0

· · ·
Mk∑

rn+1+mf +mh−k=1

Nk∑
mA=0

Nk∑
mB=0

,

und hierin sind auch nur Summanden mit 2l +mA +mB + 3(j1 + · · ·+ jk + r1 + · · ·+
rn+1+mf+mh−k) < 2(n+ 1) mitzunehmen.

Die folgenden Abschätzungen wurden in diesem Kapitel verwendet.

Lemma 5.2.4. Sei f = (f1, . . . fm) mit εfi ∈ C∞
0 (R3 \ {0}; C3) für alle i = 1, . . .m.
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• Es existiert ein α0 > 0 und ein C = C(f), sodass für alle α ∈ [0, α0] und alle t ∈ R

‖a∗+(f)ψα‖ ≤ C, ‖a∗(f
t
)ψα‖ = ‖a∗t (ft)ψα‖ ≤ C. (5.12)

Es ist ‖Rα‖ ≤ 1 für alle α ≥ 0.

• Es ist für jede Abfolge von Erzeugern und Vernichtern für α→ 0

‖a#(f±α−1/2)R0W
j1
R0
· · ·R0W

jm
R0
‖ = O(α

3
2
(j1+···+jm)) (5.13)

und

‖R0W
j1
R0
· · ·R0W

jm
R0
a∗(f)‖ = ‖a(fm) · · · a(f1)R0W

jm
R0
· · ·R0W

j1
R0
‖. (5.14)

Beweis. • Für (5.12) siehe [GZ09b] Lemma A.1 und Lemma A.4. Die Abschätzung
der Resolvente ist mit dem Spektralsatz trivial.

• Seien Operatoren A und B gegeben, dann definieren wir adnA(B) rekursiv durch
ad0

A(B) := B und adnA(B) := [A, adn−1
A (B)]. Zunächst zeigen wir, dass für alle

l ∈ N und j ≥ 1 gilt
adlHf((WαR0)j) = O(α3j/2). (5.15)

Dazu halten wir l fest und führen eine Induktion in j aus, wobei wir Gl. (72) aus
[FGS01] verwenden, sowie explizit Wα = α3/22p · A(αx) + α3A(αx)2 und dass
wegen κ ∈ S(R3) gilt ‖ωkGx‖ω <∞ für alle k ∈ N.

Zum Beweis von Gleichung (5.13): Sei f = (f1, . . . fm). Es ist mit α-unabhängiger
Konstante C = C(f)

a#(f±α−1/2)
m∏
i=1

R0(WαR0)ji = a#(f±α−1/2)(Hf + 1)−m︸ ︷︷ ︸
in Operatornorm ≤ C

(Hf + 1)m
m∏
i=1

R0(WαR0)ji .

Wir zeigen (Hf + 1)m
∏m
i=1R0(WαR0)ji = O(α

3
2
(j1+···+jm)) durch Induktion in m.

Induktionsanfang: Für m = 1 haben wir (Hf + 1)R0(WαR0)j1 . Nach dem Gra-
phensatz ist HfR0 beschränkt. Mit ‖WαR0‖ = O(α3/2) ist die Aussage bewiesen.

Induktionsschritt auf m: Es ist

(Hf + 1)m
m∏
i=1

R0(WαR0)ji = (Hf + 1)R0︸ ︷︷ ︸
‖·‖ ≤ C

(Hf + 1)m−1(WαR0)j1
m∏
i=2

R0(WαR0)ji
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und weiter

(Hf + 1)m−1(WαR0)j1
m∏
i=2

R0(WαR0)ji

= (WαR0)j1︸ ︷︷ ︸
= O(α3j1/2)

(Hf + 1)m−1
m∏
i=2

R0(WαR0)ji︸ ︷︷ ︸
Induktionsannahme anwenden

+ [(Hf + 1)m−1, (WαR0)j1 ]︸ ︷︷ ︸
[FGS01, Gl. (71)] anwenden

m∏
i=2

R0(WαR0)ji

= O(α
3
2
(j1+···+jm)) +

m−1∑
l=1

adlHf((WαR0)j1)︸ ︷︷ ︸
O(α3j1/2) nach (5.15)

(Hf + 1)m−1−l
m∏
i=2

R0(WαR0)ji︸ ︷︷ ︸
Induktionsannahme anwenden

.

Gleichung (5.14) folgt jetzt aus der Gleichung ‖B∗‖ = ‖B‖ für die Operatornorm.

Zum Einfügen der Resolventen im Beweis von Theorem 5.2.3 haben wir das folgende
Lemma verwendet.

Lemma 5.2.5. Seien m,n ∈ N. Sei h = (h1, . . . hm) mit ωNhj ∈ L2(R3×{1, 2}) für alle
N = 0, . . . nund alle j = 1, . . .m. Wir definieren hl1,...lp := (h1, . . . , ωhl1 , . . . hm), d. h.
für jedes hochgestellte lj ist an Stelle lj in h der Operator ω anzuwenden (falls mehrere
lj übereinstimmen, so tritt ω dort in entsprechender Potenz auf).

Dann ist

(Hα + i)na∗±(h)ψα =
n∑
p=0

(
n

p

)
(E + i)n−p

m∑
l1=1

m∑
l2=1

· · ·
m∑
lp=1

a∗±(hl1,...lp)ψα.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion in n unter Verwendung des
Kommutators [Hα, a

∗
±(hj)] = a∗±(ωhj) und der Kommutatoridentität (2.4) sowie der

Beziehung
(
n
p

)
+
(
n
p−1

)
=
(
n+1
p

)
.
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6. Zeitabhängige Schranke für die
Photonenzahl

In diesem Kapitel zeigen wir ein Ergebnis etwas abseits der Hauptlinie der Arbeit. Da
wir keine Störungsentwicklung vorhaben, verwenden wir H = (p + A(x))2 + V + Hf

gemäß Gl. (1.1) mit α = 1.
Wir wollen im folgenden eine Abschätzung für die Anzahl der Photonen geben, die

in einem gebundenen Zustand im Laufe der Zeit entstehen können. (Als gebundenen
Zustand verstehen wir einen Zustand der energetisch unterhalb der Ionisierungsschwelle
Σ liegt.)

Voraussetzungen. Sei V infinitesimal beschränkt bzgl. −∆ und sei V ∈ L2
loc(R3; R).

Mit diesen Voraussetzungen können wir die exponentielle räumliche Lokalisierung
gebundener Zustände [Gri04] benutzen, um x-abhängige Terme aus dem Pauli-Fierz-
transformierten Hamilton-Operator zu kontrollieren. Die Voraussetzungen lassen insbe-
sondere das Coulomb-Potential zu.

Der Beweis würde auch analog ohne Pauli-Fierz-Transformation funktionieren (und
dann weniger Aufwand erfordern), würde dann aber nur t2/3 statt t2/5 in Abschätzung
(6.1) liefern.

Wir verwenden die Notation 〈x〉 =
√

1 + x2. Einige Abschätzungen haben wir nach
Lemma 6.2 und Lemma 6.3 ausgelagert.

Theorem 6.1. Sei H = (p + A(x))2 + V +Hf . Das Potential V erfülle oben genannte
Voraussetzungen. Sei Σ die Ionisierungsschwelle und β > 0, λ ∈ R mit λ + β2 < Σ.
Sei ψ ∈ χ(H < λ)H und ψ ∈ D(N). Sei ψt := e−iHtψ und es gelte für den UV-Cutoff
ess supκ <∞.

Dann existiert ein C > 0, sodass für alle t ≥ 0 gilt:

〈ψt, Nψt〉 ≤ C(1 + t2/5). (6.1)

Beweis. Wir teilen den Anzahloperator zeitabhängig nach hochenergetischen und nie-
derenergetischen Photonen auf. Sei dazu χ0 : [0,∞) → [0, 1] eine glatte Funktion, die
auf [0, 1] identisch 1 ist, auf [2,∞) identisch 0 und dazwischen monoton fallend. Sei
χ∞ := 1 − χ0. Setze χ0,t(k) := χ0(|ktδ|) und χ∞,t(k) := χ∞(|ktδ|), wobei δ ∈ (0, 2/3)
am Beweisende optimal gewählt wird.

Wir teilen auf N = dΓ(1) = dΓ(χ0,t) + dΓ(χ∞,t).
Abschätzung des hochenergetischen Anteils:

Da χ∞,t(k) ≤ |k|tδχ∞,t(k) gilt nach Lemma 6.2

〈ψt,dΓ(χ∞,t)ψt〉 ≤ tδ 〈ψt,dΓ(ω)ψt〉 = tδ 〈ψt,Hfψt〉 .
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Weil Hf (H + i)−1 nach dem Graphensatz beschränkt ist erhalten wir eine zeitunabhän-
gige Abschätzung für 〈ψt,Hfψt〉. Somit

〈ψt,dΓ(χ∞,t)ψt〉 ≤ Ctδ. (6.2)

Abschätzung des niederenergetischen Anteils:
Die Idee besteht darin, den Erwartungswert als Integral über die Ableitung zu schreiben
und diese abzuschätzen. Durch die Pauli-Fierz-Transformation U := eix·A(0) wird die
Abschätzung verbessert.

Offenbar gilt 〈ψt,dΓ(χ0,t)ψt〉 = 〈ψ′t, UdΓ(χ0,t)U∗ψ′t〉 für ψ′t := Uψt. Wir berechnen
UdΓ(χ0,t)U∗ durch Entwicklung nach Kommutatoren:

UdΓ(χ0,t)U∗ = dΓ(χ0,t) + [ix ·A(0),dΓ(χ0,t)] +
1
2
[ix ·A(0), [ix ·A(0),dΓ(χ0,t)]]

= dΓ(χ0,t)−
√

2φ(iχ0,tG0) · x + ‖√χ0,tx ·G0‖2
L2(R3,dk). (6.3)

(Der letzte Summand ist dabei als Multiplikationsoperator bzgl. x aufzufassen; ins-
besondere vertauscht er mit ix · A(0), weshalb die Kommutatorentwicklung nach die-
sem Summand abbricht. Bei der Berechnung des Doppelkommutators wurde verwen-
det [φ(G0,j), φ(iχ0,tG0,l)] = i Im 〈G0,j , iχ0,tG0,l〉 = i

〈√
χ0,tG0,j ,

√
χ0,tG0,l

〉
, für j, l =

1, 2, 3.) Wir erhalten damit

0 ≤ 〈ψt,dΓ(χ0,t)ψt〉 =
〈
ψ′0,dΓ(χ0,0)ψ′0

〉
+
∫ t

0

d
ds
〈
ψ′s,dΓ(χ0,s)ψ′s

〉
ds (6.4)

+
√

2
〈
ψ′t,−x · φ(iχ0,tG0)ψ′t

〉
(6.5)

+
〈
ψ′t, ‖

√
χ0,tx ·G0‖2ψ′t

〉
. (6.6)

Es ist 〈ψ′0,dΓ(χ0,0)ψ′0〉 = 〈ψ0, U
∗dΓ(χ0,0)Uψ0〉. Wir rechnen U∗dΓ(χ0,0)U analog zu (6.3)

aus. Mit dΓ(χ0,0) = dΓ(1) = N und ψ0 ∈ D(N) sehen wir dann 〈ψ′0,dΓ(χ0,0)ψ′0〉 <∞.
Wir schätzen im Folgenden die anderen drei Summanden ab.
Abschätzung von (6.6): Es ist

|
〈
ψ′t, ‖

√
χ0,tx ·G0‖2ψ′t

〉
| =

∥∥∥‖√χ0,tx ·G0‖eix·A(0)ψt

∥∥∥2
=
∥∥‖√χ0,tx ·G0‖ψt

∥∥2

≤
∥∥∥‖√χ0,tx ·G0‖e−β|x|

∥∥∥2
‖eβ|x|χ(H < λ)‖2 ‖ψt‖2.

Die Norm des Multiplikationsoperators schätzen wir durch das Supremum ab:∥∥∥‖√χ0,tx ·G0‖e−β|x|
∥∥∥ ≤ sup

x∈R3

∣∣ ‖√χ0,tx ·G0‖︸ ︷︷ ︸
≤ C|x| (Lm. 6.3)

e−β|x|
∣∣ ≤ C sup

x∈R3

|x|e−β|x| <∞.

Damit erhalten wir für (6.6) eine zeitunabhängige obere Schranke.
Abschätzung von (6.5): Es ist

|
〈
ψ′t,−x · φ(iχ0,tG0)ψ′t

〉
| ≤

3∑
j=1

‖xjψ′t‖ ‖φ(iχ0,tG0,j)ψ′t‖.
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Da U mit xk vertauscht ist ‖xkψ′t‖ = ‖xkψt‖, was sich mittels des exponentiellen Abfalls
zeitunabhängig abschätzen lässt. Zur Abschätzung des zweiten Faktors verwenden wir
Lemma 6.2 und erhalten

‖φ(iχ0,tG0,j)ψ′t‖ ≤ ‖φ(iχ0,tG0,j)ψt‖+
√

2‖|〈G0, χ0,tG0,j〉| · xψt‖

≤ C‖χ0,tG0,j‖ω‖(Hf + 1)1/2ψt‖+
3∑

k=1

√
2|〈G0,k, χ0,tG0,j〉|‖xkψt‖.

Da (Hf + 1)(H + i)−1 beschränkt ist, finden wir eine zeitunabhängige obere Schranke
für ‖(Hf + 1)1/2ψt‖. Weiter sind ‖χ0,tG0,j‖ω und |〈G0,k, χ0,tG0,j〉| gemäß Lemma 6.3
beide ≤ C. Wir haben also auch für den Summanden (6.5) eine zeitunabhängige obere
Schranke.

Abschätzung des Integrals aus (6.4):
Mit ψ′s = Uψs = e−iH

′sψ′0, H ′ := UHU∗ erhalten wir

d
ds
〈
ψ′s,dΓ(χ0,s)ψ′s

〉
=
〈
ψ′s, [iH

′,dΓ(χ0,s)]ψ′s
〉

+
〈
ψ′s,dΓ(

∂χ0,s

∂s
)ψ′s
〉
.

Da ∂sχ0,s ≤ 0 ist nach Lemma 6.2 auch
〈
ψ′s,dΓ(∂χ0,s

∂s )ψ′s
〉
≤ 0, es bleibt der Kommu-

tatorbeitrag abzuschätzen. Der Pauli-Fierz-transformierte Hamilton-Operator ist (vgl.
[HS95] und [Ai(x), Aj(y)] = 0; dies folgt aus κ(−k) = κ(k) und

∑2
λ=1 ε(k, λ)iε(k, λ)j =

P (k)ij = P (−k)ij)

H ′ = (p + A(x)−A(0))2 + x ·E(0) +Hf + (V + cx2),

mit c > 0 und E(0) = −φ(iωG0) dem elektrischen Feld. Wir berechnen [iH ′,dΓ(χ0,s)]
explizit und verwenden dann Cauchy-Schwarz:

|
〈
ψ′s, [iH

′,dΓ(χ0,s)]ψ′s
〉
| ≤

3∑
j=1

2‖(p + φ(Gx −G0))j ψ
′
s‖ ‖φ (iχ0,s(Gx −G0))j ψ

′
s‖

+
3∑
j=1

‖xjψ′s‖ ‖φ(χ0,sωG0,j)ψ′s‖. (6.7)

Wir schätzen im Folgenden die Faktoren dieser Abschätzung einzeln weiter ab. Mittels
Lemma 6.2 haben wir:

‖φ(iχ0,s(Gx −G0))jψ′s‖ ≤ ‖φ(iχ0,s(Gx −G0))jψs‖ (6.8)

+

∥∥∥∥∥
3∑

k=1

|〈G0,k, iχ0,s(Gx,j −G0,j)〉|xkψs

∥∥∥∥∥ . (6.9)
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Für den ersten Summanden (6.8) haben wir folgende Abschätzung:

‖φ(iχ0,s(Gx −G0))jψs‖2 =
∫

d3x ‖φ(iχ0,s(Gx −G0))je−β|x|/2eβ|x|/2ψs(x)‖2

≤
∫

d3x e−β|x| ‖χ0,s(Gx,j −G0,j)‖2
ω︸ ︷︷ ︸

≤ C〈x〉s−3δ (Lm. 6.3)

‖(Hf + 1)1/2eβ|x|/2ψs(x)‖2

≤ Cs−3δ

∫
d3x e−β|x| 〈x〉︸ ︷︷ ︸

≤ C

‖(Hf + 1)1/2eβ|x|/2ψs(x)‖2

≤ Cs−3δ ‖eβ|x|/2(Hf + 1)1/2ψs‖2︸ ︷︷ ︸
≤ ‖eβ|x|ψs‖·‖(Hf+1)ψs‖ ≤ C

≤ Cs−3δ.

Den zweiten Summanden (6.9) schätzen wir mittels Lemma 6.3 ab:

‖
∣∣ 〈G0,k, iχ0,s(Gx,j −G0,j)〉

∣∣xkψs‖ ≤ ∥∥∥∥‖G0,k‖2 ‖χ0,s(Gx,j −G0,j)‖2︸ ︷︷ ︸
≤ Cs−3δ/2〈x〉

|xk|ψs
∥∥∥∥

≤ s−3δ/2C‖G0,k‖2

∥∥∥〈x〉 |xk|e−β|x|∥∥∥ ‖eβ|x|ψs‖ ≤ Cs−3δ/2.

Wir kommen nun zum Term ‖φ(χ0,sωG0,j)ψ′s‖ aus (6.7). Mit Lemma 6.2 sieht man, dass
nur die 2-Norm und die ω-Norm von χ0,sωG0,j abzuschätzen bleiben. Mittels Lemma
6.3 folgt daher

‖φ(χ0,sωG0,j)ψ′s‖ ≤ Cs−3δ/2.

Es verbleibt von (6.7) noch abzuschätzen (hier wurde wieder Lemma 6.2 verwendet):

‖(p + φ(Gx −G0))j ψ
′
s‖ ≤ ‖pjψ′s‖+ ‖φ(Gx,j −G0,j)ψs‖+ ‖|〈G0, Gx,j −G0,j〉| · xψs‖.

Um ‖pjψ′s‖ abzuschätzen verwenden wir, dass U∗pjU = pj + Aj(0), dass p2
j (H + i)−1

nach dem Graphensatz beschränkt ist sowie Lemma 2.2.1. Für ‖φ(Gx,j −G0,j)ψs‖ und
‖|〈G0, Gx,j −G0,j〉| ·xψs‖ finden wir unter Verwendung des exponentiellen Abfalls eine
zeitunabhängige obere Schranke. Somit

‖(p + φ(Gx −G0))j ψ
′
s‖ ≤ C.

Damit ist der Integrand aus (6.4) fertig abgeschätzt.

Durch Zusammensetzen der Abschätzungen und Ausführen der Integration über s
(hier geht δ < 2/3 ein) finden wir

〈ψt, Nψt〉 ≤ C(1 + tδ + t1−3δ/2).

Die Abschätzung wird optimal für δ = 2/5.

Im folgenden Lemma führen wir einige Abschätzungen zum vorigen Theorem auf.
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Lemma 6.2. 1. Sei f ∈ L2
ω(R3 × {1, 2}) und ψs = e−iHsψ mit ψ ∈ D(H) und

ψ ∈ D(N). Dann ist

‖φ(f)eix·A(0)ψs‖ ≤ ‖φ(f)ψs‖+
√

2‖|〈G0, f〉| · xψs‖. (6.10)

2. Seien g1 und g2 Lebesgue-messbare Funktionen R3 → R mit 0 ≤ g1 ≤ g2. Seien
dΓ(g1) und dΓ(g1) die zweitquantisierten Operatoren zu den Multiplikationsopera-
toren g1 und g2. Dann ist D(dΓ(g2)) ⊂ D(dΓ(g1)) und

〈ψ, dΓ(g1)ψ〉 ≤ 〈ψ, dΓ(g2)ψ〉 (6.11)

für alle ψ ∈ D(dΓ(g2)).

3. Sei g : R3 → R messbar und g ≤ 0. Dann gilt 〈ψ, dΓ(g)ψ〉 ≤ 0 für alle ψ ∈
D(dΓ(g)).

Beweis. 1. Sei U = eix·A(0). Wir stellen fest, dass ‖φ(f)Uψt‖ = ‖U∗φ(f)Uψt‖ und
berechnen U∗φ(f)U durch Entwicklung nach Kommutatoren.

2. Sei k = (k1, . . .kn) ∈ R3n und ψ(n) ∈ L2(R3n), dem n-Teilchen-Unterraum. Es ist

|
n∑
i=1

g1(ki)ψ(n)(k)|2 =
( n∑
i=1

g1(ki)
)2|ψ(n)(k)|2 ≤ |

n∑
i=1

g2(ki)ψ(n)(k)|2.

Damit ist klar, dass D(dΓ(g2)) ⊂ D(dΓ(g1)). Für die Ungleichung schreiben wir
das Skalarprodukt als

〈ψ,dΓ(g1)ψ〉 =
∞∑
n=0

∫
d3k1 · · ·d3kn ψ(n)(k)

n∑
i=1

g1(ki)ψ(n)(k);

nun ist die Ungleichung offensichtlich.

3. Diese Ungleichung wird genau wie die vorige nachgerechnet.

Es folgen noch die angekündigten Norm-Abschätzungen. Hier ist κ/
√
ω ∈ L2

ω(R3)
wichtig.
Lemma 6.3. Sei ess supκ <∞ und χ0,t definiert wie im Beweis von Theorem 6.1. Sei
‖·‖ = ‖·‖ω oder ‖·‖ = ‖·‖2. Dann existieren Konstanten C > 0, sodass die folgenden
Abschätzungen für alle t ≥ 0 und alle s > 0 gelten:

1. ‖√χ0,tx ·G0‖L2(R3,dk) ≤ C|x|.

2. ‖χ0,tG0,j‖ < C, insbesondere |〈G0,k, χ0,tG0,j〉L2 | < C.

3. ‖χ0,s(Gx,j −G0,j)‖ ≤ C 〈x〉 s−3δ/2.

4. ‖χ0,sωG0,j‖ ≤ Cs−3δ/2.
Beweis. Durch Ausschreiben der Normen als Integrale und Übergang zu Kugelkoordina-
ten verifiziert man diese Abschätzungen durch elementare Rechnung unter Verwendung
insbesondere folgender Eigenschaften: χ0,t ≤ 1, suppχ0,t ⊂ [0, 2t−δ], |e−ik·x − 1| ≤
|k||x|.
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A. Zweite Quantisierung

A.1. Fockraum und Zweite Quantisierung
Wir erinnern hier kurz an die Definitionen von Fockraum, Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren und die zweite Quantisierung von Einteilchenoperatoren. Dieses Unterkapitel
ist an [HH08] angelehnt. Detailliertere Einführungen in die zweite Quantisierung bieten
z. B. [RS75, Section X.7] und [BR81, Section 5.2.1].

Sei h ein Hilbertraum und ⊗nh = h⊗ · · · ⊗ h das n-fache Tensorprodukt. Wir setzen
⊗0h := C. Auf ⊗nh definieren wir die orthogonale Projektion auf total-symmetrische
Tensoren via Summation über alle Permutationen durch

Sn(ϕ1 ⊗ ϕ2 ⊗ · · · ⊗ ϕn) :=
1
n!

∑
σ∈Sn

ϕσ(1) ⊗ ϕσ(2) ⊗ · · · ⊗ ϕσ(n).

Der Hilbertraum

F :=
∞⊕
n=0

Sn(⊗nh)

heißt symmetrischer oder bosonischer Fockraum. Ein Vektor ψ ∈ F ist eine Folge
(ψ(n))n∈N mit ψ(n) ∈ Fn und ‖ψ‖2

F =
∑∞

n=0‖ψ(n)‖2 <∞.
Das Skalarprodukt von F ist gegeben durch 〈φ, ψ〉 =

∑∞
n=0

〈
φ(n), ψ(n)

〉
.

Der Vektor Ω = (1, 0, 0, . . . ) heißt Vakuum. Wir definieren den Unterraum

F0 = {ψ ∈ F : ψ(n) = 0 außer für endlich viele n}.

Sei A ein Operator in h mit Definitionsbereich D(A). Der zweitquantisierte Operator
dΓ(A) wird wie folgt definiert: Sei A(n) der Abschluss des Operators

n∑
k=1

1⊗ · · · ⊗ 1⊗ A︸︷︷︸
Position k

⊗ · · · ⊗ 1 : Sn(⊗nalgD(A)) → ⊗nh

(⊗alg ist das algebraische Tensorprodukt, bestehend nur aus endlichen Linearkombina-
tionen von Elementartensoren). Dann setzen wir als Definitionsbereich

D(dΓ(A)) = {ψ ∈ F : ψ(n) ∈ D(A(n)) und
∞∑
n=0

‖A(n)ψ
(n)‖2 <∞}

und definieren dΓ(A) durch (dΓ(A)ψ)(n) = A(n)ψ
(n). Falls A selbstadjungiert ist, so ist

auch dΓ(A) selbstadjungiert. Ein Beispiel ist der Anzahloperator N = dΓ(1).
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Weiterhin benötigen wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Für h ∈ h definie-
ren wir den Erzeuger a∗(h) durch

a∗(h)ϕ =
√
n+ 1Sn+1h⊗ ϕ für ϕ ∈ Sn(⊗nh),

weiten diese Definition auf F aus und nehmen den Abschluss. Dieser sei fortan ebenfalls
mit a∗(h) bezeichnet. Der Vernichter a(h) wird als adjungierter Operator von a∗(h)
definiert. Es gilt a(h)Ω = 0 für alle h ∈ h und

a(h)Sn(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn) =
1√
n

n∑
i=1

〈h, ϕi〉Sn−1(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕi−1 ⊗ ϕi+1 ⊗ · · · ⊗ ϕn).

Wir definieren den Segal-Feldoperator φ(h) als Abschluss des Operators 1√
2
(a(h) +

a∗(h)) auf F0. Für alle h ∈ h ist φ(h) wesentlich-selbstadjungiert auf F0. Die Weyl-
Operatoren sind definiert als die unitären Operatoren W (h) := eiφ(h) und haben gegen-
über den Segal-Feldoperatoren den Vorteil beschränkt zu sein.

Seien g, h ∈ h. Auf F0 gelten die kanonischen Kommutatorrelationen (CCR)

[a(g), a∗(h)] = 〈g, h〉h 1, [a(g), a(h)] = 0 = [a∗(g), a∗(h)].

Für die Segal-Feldoperatoren erhalten wir daraus [φ(g), φ(h)] = i Im 〈g, h〉h.
Falls A ein Operator auf h ist, so gilt [dΓ(A), a∗(g)] = a∗(Ag) und [dΓ(b), a(g)] =

−a(A∗g) (wenn g in D(A) bzw. D(A∗) liegt). Ist A selbstadjungiert, so haben wir ferner
i[dΓ(A), φ(g)] = φ(iAg).

A.2. Zur Definition des quantisierten Vektorpotentials
Wir erklären in diesem Unterkapitel die Definition des quantisierten Vektorpotentials.
In der Einführung, Unterkapitel 1.1, hatten wir das quantisierte Vektorpotential folgen-
dermaßen angegeben:

A(αx) = a(Gx) + a∗(Gx), Gx(k, λ) =
κ(k)√
2|k|

ε(k, λ)e−iαk·x, (A.1)

mit dem Hinweis, dass die x-Abhängigkeit wie bei einem Multiplikationsoperator bzgl.
der Elektronkoordinate zu verstehen ist. Wir wollen hier präzise definieren, was darunter
zu verstehen ist.

Wir definieren einen isometrischen Isomorphismus L2(R3)⊗F ∼= L2(R3;F). Sei dazu
ϕ⊗ η ∈ L2(R3)⊗F ein Elementartensor. Für fast-alle x ∈ R3 ist

(ϕ⊗ η)(x) := ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
∈ C

η ∈ F .

Der Isomorphismus ist die Ausdehnung von ϕ⊗ η 7→ (x 7→ ϕ(x)η) auf H.
Wir können also zu jedem ψ ∈ H = L2(R3)⊗F fast-überall ein ψ(x) ∈ F definieren.

Zu festem x ∈ R3 sind a(Gx) und a∗(Gx) als normale Vernichter und Erzeuger auf F
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definiert; x fungiert hier lediglich als Parameter einer Schar von Funktionen Gx : k 7→
Gx(k). Das quantisierte Vektorpotential definieren wir mittels des gerade definierten
Isomorphismus durch

(Aψ)(x) := (a(Gx) + a∗(Gx))ψ(x). (A.2)

Insbesondere ist der Operator A auf H = L2(R3)⊗F definiert, nicht auf F alleine.
Die Schreibweise (A.1) ist ein Missbrauch der Notation und meint eigentlich den

Operator definiert durch (A.2). Für praktische Rechnungen hat sich dieser Missbrauch
aber eingebürgert. Tatsächlich wirkt z. B. der Impulsoperator auf die x-Koordinate von
A = A(αx) als (schwache) Ableitung, siehe [HH08, Lemma 13].

A.3. Notation
Wir geben noch einige Definitionen und Konventionen an. Bei der Bezeichnung von
Funktionenräumen geben wir den Bildbereich nur an wenn er von C abweicht, z. B.
L2(R3) = L2(R3; C) für komplexwertige quadratintegrierbare Funktionen auf R3, aber
C∞

0 (R3; C3) für C3-wertige Funktionen (hier beliebig oft differenzierbare Funktionen mit
kompaktem Träger).

Für f, g ∈ L2(R3 × {1, 2}) definieren wir das Skalarprodukt

〈f, g〉 :=
2∑

λ=1

∫
R3

f(k, λ)g(k, λ)d3k.

Wir definieren

‖f‖2
ω :=

2∑
λ=1

∫
|f(k, λ)|2

(
1 +

1
ω(k)

)
d3k

und den Raum

L2
ω(R3 × {1, 2}) := {f ∈ L2(R3 × {1, 2}) : ‖f‖2

ω <∞},

welcher mit der Norm ‖·‖ω ein normierter Raum wird. Offenbar ist ‖f‖ω ≥ ‖f‖2 =√
〈f, f〉 und daher L2

ω(R3 × {1, 2}) ⊂ L2(R3 × {1, 2}).
Stellenweise erlauben wir uns den Notationsmissbrauch eine Funktion f mit ihren

Werten f(k) zu bezeichnen; so meint auch z. B. |x| in manchem Kontext den Multipli-
kationsoperator mit dem Betrag der Elektronkoordinate und D(|x|) dessen Definitions-
bereich.

Sei f ∈ L2(R3 × {1, 2}), dann definieren wir εf ∈ L2(R3; C3) durch

(εf)(k) :=
2∑

λ=1

ε(k, λ)f(k, λ). (A.3)

Die Abbildung f 7→ εf ist eine Isometrie.
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Um zu betonen welches Skalarprodukt bzw. welche Norm wir verwenden schreiben
wir manchmal ‖ψ‖ = ‖ψ‖F , 〈g, h〉 = 〈g, h〉L2(R3) und ähnliches.

Die Fouriertransformation auf L2 wird mit F bezeichnet, für die Fouriertransformierte
einer Funktion f schreiben wir auch f̂ .

Wir verwenden das Symbol C oft mehrfach für endliche Konstanten verschiedenen
Wertes ohne weiter auf die Umdefinition hinzuweisen. Um zusätzlich zu betonen von
welchen Parametern C abhängt schreiben wir manchmal C(m, ε), Cm u. ä.

Der Ausdruck +c.c. steht für das Komplex-konjugierte aller in der Klammer vorge-
henden Summanden, Beispiel: für x, y, z ∈ C ist z(x+ y + c.c.) = z(x+ y + x+ y).

Wo sowohl ein Vernichter a als auch ein Erzeuger a∗ stehen kann schreiben wir a# als
Platzhalter. Seien hi ∈ L2(R3 × {1, 2}) für i = 1, . . . n, dann schreiben wir zur Verkür-
zung der Notation h = (h1, . . . hn) und a#(h) = a#(h1) · · · a#(hn) (worin sich Erzeuger
und Vernichter beliebig abwechseln können), genauso für asymptotische Erzeuger und
Vernichter a#

±(h).
Es sei ω : D(ω) ⊂ L2(R3 × {1, 2}) → L2(R3 × {1, 2}) der Multiplikationsoperator mit

der Funktion ω(k, λ) = ω(k) = |k|. Wir definieren

ht = (e−iωth1, . . . , e
−iωthn) und a∗t (ht) := eiHαta∗(ht)e

−iHαt.
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Symbolverzeichnis

Relaxation in den Grundzustand, Seite 6

+c.c. Komplex-konjugiertes der vorhergehenden Summanden, Seite 72

[ , ] Kommutator

α Feinstrukturkonstante, Seite 3

χ(H < Σ) Spektraler Projektor bzgl. eines selbstadjungierten Operators H

χ{|x|≤R} Charakteristische Funktion des Balls BR(0) ⊂ Rn, auch als Multiplikations-
operator bzgl. der Elektronkoordinate

CS Menge der komplexen Zahlen z mit Re z > −S, Seite 38

dΓ(A) Zweite Quantisierung eines Operators A, Seite 69

hl1,...lp Photonenzustand h, auf welchen an den Stellen li der Operator ω angewandt
wurde, Seite 62

F symmetrischer (bosonischer) Fockraum, Seite 69

F Fouriertransformation in L2, Seite 72

ρ̂ Ultraviolett-Cutoff und fouriertransformierte Ladungsverteilung, Seite 33

f̂ Fouriertransformierte von f , Seite 72

ĥ Eine oft auftretende Funktion, Seite 37

ĥ−1 Eine oft auftretende Funktion, Seite 43

H Hilbertraum des gekoppelten Systems aus Elektron und Photonenfeld, Seite 3

Hel Hilbertraum der Ein-Elektron-Zustände, Seite 3

κ Ultraviolett-Cutoff, Seite 4

lim Konvergenz in Hilbertraum-Norm, soweit nicht anders angegeben

L2
ω(R3 × {1, 2}) Normierter Raum von Ein-Photon-Zuständen mit Norm ‖ ‖ω, Seite 71

L(H) Raum der beschränkten Operatoren H → H
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S Schwartz-Raum

M Mellin-Transformation, Seite 22

Ω Vakuumvektor im Fockraum, Seite 69

ω Photondispersionsrelation, Seite 3

φ(h) Segal-Feldoperator, Seite 70

ψα Grundzustand, Seite 4

ψg Grundzustand für α = 1, Seite 4

ρ Ladungsverteilung, Seite 33

〈 , 〉 Skalarprodukt, Seite 71

〈u, Jx〉 Segal-Feldoperator für Freiheitsgrade von Oszillator und Feld gekoppelt, Seite 48

Σ Ionisierungsschwelle, Seite 5

Ã Algebra lokalisierter Observablen, Seite 6

‖ ‖ω ω-Norm, Seite 71

εf Isometrie ε : L2(R3 × {1, 2}) → L2(R3; C3), f 7→ εf , Seite 71

ε(k, λ) Polarisationsvektoren, Seite 4

A In Unterkapitel 4.1: klassisches Vektorpotential in Coulomb-Eichung, Seite 34

A, A(x) Quantisiertes elektromagnetisches Feld in Coulomb-Eichung, Seite 3

Aρ mit der Ladungsverteilung ρ um den Ursprung ausgeschmiertes quantisiertes Vek-
torpotential, Seite 33

p Impulsoperator des Elektrons, Seite 3

A Dilatationserzeuger, Seite 21

a# Platzhalter für Erzeugungs- und Vernichtunsoperatoren, Seite 72

a∗± asymptotische Erzeugungsoperatoren, Seite 5

a∗t (ht) Erzeugungsoperator mit zusätzlicher Zeitentwicklung, Seite 72

C, C(m, ε), Cm Konstanten mit kommentarlos von Gleichung zu Gleichung verschiede-
nen Werten, Seite 72

C∞
0 beliebig oft differenzierbare Funktionen mit kompaktem Träger, Seite 71

D(ρ) Ein oft auftretendes Integral, Seite 43
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D(A) Definitionsbereich des Operators A

E Grundzustandsenergie für α = 1, Seite 4

E in Kapitel 3: Energiedifferenz zwischen einem angeregten Eigenzustand und dem
Grundzustand bei α = 0, Seite 26

e Elektronladung oder Eulersche Zahl, Seite 33

Eα Grundzustandsenergie, Seite 4

H Voller Hamilton-Operator mit Feinstrukturkonstante α = 1, Seite 5

Hα Voller Hamilton-Operator mit Feinstrukturkonstante α ≥ 0, Seite 3

Hel Hamilton-Operator des Atoms ohne quantisiertes elektromagnetisches Feld, Sei-
te 26

Hf Energie des quantisierten elektromagnetischen Feldes, Seite 3

ht Photonzustand zur Zeit t unter freier Zeitentwicklung, Seite 72

L2(R3 × {1, 2}) Ein-Photon-Hilbertraum mit Helizitätsfreiheitsgrad, Seite 71

N Anzahloperator der Photonen, Seite 69

P (k) Projektion auf den transversalen Teil, Seite 11

R0 Resolvente des Hamilton-Operators ohne Wechselwirkung, Seite 56

Rα Resolvente des Hamilton-Operators, Seite 56

V Skalares Potential in Coulomb-Eichung, als Multiplikationsoperator, Seite 3

W (f) Weyl-Operator, Seite 70

Wα Wechselwirkungsoperator, Seite 56

WR(t) Wechselwirkungsoperator mit wechselwirkender Resolvente und nicht-wechsel-
wirkender Zeitentwicklung, Seite 56

WR0(t), WR0 Wechselwirkungsoperator mit nicht-wechselwirkender Resolvente und nicht-
wechselwirkender Zeitentwicklung, Seite 58

CCR kanonische Kommutatorrelationen, Seite 4
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